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Uvod 


Matematicka analiza I. & II. su standardni jednosemestralni kolegiji koji se 
predaju na prvoj godini studija matematike na PMF-Matematickom odsjeku 
Sveucilista u Zagrebu. Gradivo tih kolegija izlaze se sa satnicom od tri sata 
predavanja i tri ili cetiri sata vjezbi tjedno u prvorn i drugom semestru studija. 
Program kolegija obuhvaca osnovna znanja o funkcijama realne varijable, od 
definicija osnovnih elementarnih funkcija, preko pojrna lirnesa niza i funkcije, 
neprekidnosti funkcije, do diferencijalnog i integralnog racuna. 

Izlaganje gradiva podijeljeno je na sest poglavlja, od kojih se prva tri po- 
glavlja izlazu u prvorn semestru, a posljednja tri u drugom semestru studija. 
Ukljucena su i dva dodatka koja omogucuju snalazenje u jeziku matematicke 
logike i jeziku skupova koji se koriste u izlaganju. 

U prvorn poglavlju obraduju se osnovni pojmovi o skupovima i funk- 
cijama, na nacin da se paznja posvecnje konkretnim skupovima prirodnih, 
cijclih, racionalnih i realnih brojeva. Prvo se intuitivno i heuristicki opi- 
suju svojstva tih skupova, da bi u nastavku dali aksiomatiku skupa realnih 
brojeva. Pojam funkcije se uvodi kroz ponavljanje poznatih pojmova iz sred- 
nje skole, a zatirn se kroz nvodenje operacije kompozicije i pojrna inverzne 
funkcije, formalno definiraju arcus i area funkcije. Kod definiranja pojmova 
infimuma i supremuma skupa, upoznajemo studente s strogim matematickim 
nacinom formuliranja tih pojmova pomocu logickih veznika i kvantifikatora. 
Takoder se upoznaju s nacinom kako razlikovati velicinu beskonacnih skupova 
kroz pojam prebrojivog i neprebrojivog skupa. 

Drugo poglavlje je posveceno nizovima realnih brojeva i njihovoj konver- 
genciji. Narocito se inzistira na pojmu konvergencije niza, jer to je prvi oz- 
biljni susret s pojmorn koji zahtijeva shvacanje beskonacnog matematickog 
procesa. Posebno se inzistira na razumijevanju Cauchyjeve definicije lirnesa 
niza. Na kraju se uvodi skup kompleksnih brojeva i konvergencija nizova u 
njemu, te odnos s konvergencijom komponentnih realnih nizova. 

U trecem poglavlju obractuje se limes funkcije i neprekidnost funkcije, s 
tim da se ti pojmovi uvode pomocu nizova, ali se dokazuju i koriste Cau- 
chyjeve varijante tih pojmova. Pokazuje se veza neprekidnosti i monotonosti 
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funkcije, te se dokazuje neprekidnost svih elementarnih funkcija. 

Drugi semestar pocinje s cetvrtim poglavljem o diferencijalnom racunu i 
teorijski i prakticki relevantnim pojmovima u vezi s derivacijom. Posebno, 
dokazuju se teoremi srednje vrijednosti i primjenjuju na probleme istrazivanja 
toka funkcije. Takoder pokazujemo neke primjene u numerickoj matematici. 

Pojam integrabilnosti u Riemannovom smislu uvodi se u petom poglav- 
lju. Tu dokazujemo integrabilnost elementarnih funkcija pomocn njihove 
neprekidnosti ili monotonosti po dijelovima. Takoder se definira primitivna 
funkcija i daju se osnovne tehnike integralnog racuna. Obradnju se primjene 
na nalazenje povrsina likova i volumena tijela, kao i zakrivljenost ravninskih 
krivulja. 

Posljednje sesto poglavlje je posveceno redovima brojeva i redovima funk- 
cija. Proucava se apsolutna konvergencija redova i dokazuju se dovoljni uvjeti 
za konvergenciju redova. Od redova funkcija poseban naglasak je na redo- 
vima potencija. Specijalno se promatraju Taylorovi redovi osnovnih funkcija. 
Takoder se nkratko obradnju i osnovne cinjenice o Fonrierovim redovima pe- 
riodickih funkcija. 

Dodaci A i B su nvrsteni zato da studentima budu na raspolaganju os- 
novna znanja iz matematicke logike i elementarne teorije sknpova potrebna 
za svladavanje ovog kolegija. 
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1 Skupovi i funkcije 


1.1 Skupovi 

Pojmovi skup i element ili clan skupa predstavljaju osnovne ili primitivne 
pojmove koji se ne definiraju. Intuitivno, pojarn skupa predstavlja cjelinu 
koju cine elementi ili clanovi tog skupa. Za pisanje cinjenice da je a element 
skupa A koristimo oznaku a G A, a da a nije element skupa A koristimo 
oznaku a ^ A. 

Na primjer, postoji skup ciji clanovi su svi primitivni brojevi manji od 
10. To je skup od cetiri clementa: 2, 3, 5 i 7. Taj skup mozemo oznaciti 
nabrajajuci clanove unutar viticastih zagrada: {2, 3, 5, 7}. Nazovimo ga s A. 
Neka je B skup svih rjesenja polinomijalne jednadzbe x A — 17a; 3 + 101a; 2 — 
247a; + 210 = 0. Mozemo provjeriti da skup B ima tocno ista cetiri clana 2, 
3, 5 i 7. Iz tog razloga skupovi A i B su identicni, tj. A = B. 

Skup koji nema niti jednog clana zoverno prazan skup i oznacavamo s 0. 

Kazerno da je skup A podskup skupa B i pisemo AC. B, ako je svaki ele- 
ment t e A ujedno i element skupa B, tj. Vt, (t C A) => (t C B). Posljednja 
izjava je napisana pornocu logickih znakova i glasi: ”za svaki t, t element od 
A povlaci (slijedi) t element od B v . Znak V (za svaki) je logicki kvantifikator 
(univerzalni kvantifikator), i on opisuje opseg izjave koja iza njega slijedi. 
Znak je logicki veznik koji zoverno implikacija. On povezuje dvije izjave i 
citamo ga ’’slijedi, povlaci, ako - onda” . Drug logicki kvantifikator je 3, kvan- 
tifikator egzistencije ili postojanja. Npr. izjava 3a(a G A ), ’’postoji element a 
koji je u skupu A” , kazuje da skup A ima barern jedan clan, tj. 4^0. Pored 
navedcnih kvantifikatora koristimo jos slijedece veznike ili logicke operacije: 
A,& (konjunkcija) koji odgovara jezicnom vezniku ”i”, V (disjunkcija)je vez- 
nik ” ili” , a (ekvivalencija) citamo ”ako i samo ako”, ”onda i sarno onda” 

i slicno. Navedeni veznici odgovaraju pojedinim operacijama sa skupovima. 
Operacija presjek skupova A i B u oznaci AnB odgovara vezniku ”i”, a njen 
rezultat je skup koji sadrzi one i samo one clanove koji su clanovi skupa A i 
skupa B , tj. Vt [t G A 0 B) ((f G A) A (f G B )). Operacija unija skupova 
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A i B u oznaci A U B odgovara vezniku a njen rezultat je skup koji 

sadrzi one i samo one clanove koji su clanovi skupa A ili skupa B, tj. Vt 
(t G AUB) ((t G A) V {t G 5)). Ako veznik <=> poveznje dvije izjave, onda 
su one jednako vrijedne, obje su istinite ili su obje lazne. 

Osnovna znanja o logickim izjavama i skupovima potrebna u daljnjim 
razmatranjima obradena su u Dodatku A (str. 191.) i B (str. 195.). Sada 
cemo se posvetiti konkretnim skupovima s kojima cemo se baviti u ovom 
kursu. 

1.1.1 Skupovi N, Z, Q 

U nasim razmatranjima posebno vaznu ulogu igraju skupovi koji nemaju 
samo konacno mnogo clanova. Takav je skup prirodnih brojeva ko- 
jeg oznacavamo s N, a njegovi clanovi su prirodni brojevi 1,2,3,..., tj. 
N = {1, 2, 3, . . Na skupu N mozemo usporedivati brojeve, tj. za svaka dva 
razlicita prirodna broja znamo koji je manji a koji je veci, tj. koji je prije 
kojega u prirodnom poretku. Zapravo, za svaki prirodni broj znamo koji 
broj dolazi nakon njega, tj. tko mu je sljedbenik. Ako krenemo od prvog pri- 
rodnog broja, kojeg oznacavamo s 1, i od svakog broja predemo na njegovog 
sljedbenika, proci cemo svim prirodnim brojevima. Sada smo upravo opisali 
svojstva koja cine Peanove 1 aksiome skupa N: 

1. Svaki prirodni broj ima sljedbenika, tj. Vn e N, 3!s(n) G N i ako je 
s(n ) = s{m) onda je n = m. 

2. Postoji prvi element u skupu N i oznacavamo ga s 1, tj. IgN. To je 
jedini element koji nije sljedbenik nekog prirodnog broja. 

3. Vrijedi aksiom matematicke indukcije: 

Neka je S' C N takav da vrijedi: 

1) 1 G S', 

2) Vn G N, (n E S) => ( s(n ) G S). 

Tada je S = N. 

Svaki skup za kojeg vrijede Peanovi aksiomi poistovjecujemo sa skupom 
prirodnih brojeva. Naravno, postoje razlicite realizacije skupa N. Naprimjer, 
jednu mozemo sagraditi od praznog skupa: N = { 0 , { 0 }, {{ 0 }}, {{{ 0 }}}, ■ ■ ■}, 
gdje je sljedbenik definiran sa s(a) = {a}, Va G N. 

1 Giuseppe Peano (Cuneo [Piemonte], 27. kolovoz 1858. - Turin, 20. travanj 1932.) 
talijanski matematicar 
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Pomocu funkcije sljedbenik mozemo na N definirati binarnu operaciju 
zbrajanja tako da stavimo 

V n, m G N, n + m = s(s(s(. . . s(n ) . . .))) = s^ m \n). 

m 

Zadatak 1.1. Provjerite da je operacija zbrajanja asocijativna i komuta- 
tivna: 

(V n, m, k G N), n + (m + k) = (n + m) + k, (1.1) 

(Vn, m G N), n + m = m + n. (1-2) 

Rjesenje: Neka su n, m G N po volji. Vrijedi n + (m + 1) = s[ m+1 l(n) = 
s ( s H( n )) _ _|_ m j — ( n _)_ m j i. Pretpostavimo da za k G N vrijedi 

n + (m + A;) = (n + m) + k. Tada je n + (m + (k + 1)) = n + ((m + /c) + 1) = 
(n + (m + fc)) + 1 = ((n + m) + k) + 1 = (n + m) + (k + 1), pa iz aksioma 
matematicke indukcije slijedi (1.1). 

Indukcijom lako slijedi Vn G N, s(n) = s^(l). Neka je n G N po volji. 
Vrijedi n + 1 = s(n) = s^(l) = 1 + n. Pretpostavimo da je za neko m G N, 
n + m = m + n. Tada je n + (■ m + 1) = sl m+1 ] (n) = s(st m ] (n)) = s(n + m ) = 
s(m + n) = (m + n) + 1 = m + (n + 1) = m + (1 + n) = (m + 1) + n, pa 
imamo (1.2). □ 

Osim operacije zbrajanja, na N mozemo definirati relaciju strogog nredaja 
< tako da kazemo Vn G N, n < s(n), tj. imamo l<2<3<---<n< 

n + 1 < • • •. 

Takoder, odmah imamo i uredaj < ako stavimo 

de f 

(n < m) o ((n < m) V (n = m)). 

Taj uredaj je lincaran ili jednostavan, tj. za svaka dva razlicita prirodna 
broja jedan je manji od drugoga, tj. oni su usporedivi. 

Kazemo da je uredaj na skupu N dobar uredaj jer ima svojstvo da svaki 
neprazan podskup skupa N ima prvi (naj manji) element. 

Dakle, na N imamo zadanu algebarsku strukturu i uredaj. Pitanje je 
sada koliko nam je ta struktura korisna i dostatna. Vec u prvim godinama 
skolovanja iz matematike uci se kako razne problcme matematicki formu- 
lirati i potom rjesavati. Vec najjednostavniji problcmi vode na rjesavanje 
jednadzbe oblika a + x = b, gdje su a, b G N. Mozemo li tu jednadzbu rijesiti 
u skupu N za svaki izbor brojeva a, b G N? Naravno, odgovor je negativan 
vec za izbor a = b = 1. Naime, u skupu N ne postoji broj x sa svojstvom da 
je x + 1 = 1. To slijedi iz 2. Peanovog aksioma. Kada bi takav broj postojao, 
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onda je iz definicije zbrajanja jasno da bi vrijcdilo \/n G N, x + n — n. Sto 
mozemo sada uciniti? Uobicajen postupak kod rjesavanja slicnih algebar- 
skih problcma je da prosirimo (ako je moguce) skup tako da u tom vecem 
skupu nasa jednadzba ima rjesenje. Dodajmo, dakle, skupu N element koji 
oznacavamo s 0 i stavimo ga ispred jedinice jer vrijedi 0 + 1 = 1, tj. 1 = s(0). 
To je tzv. neutralni element za zbrajanje ili nnla, jer pri zbrajanju s 0 svi ele- 
ment i ostajn nepromijenjeni. Odmah je jasno da niti u skupu {0} U N nismo 
u mogucnosti rijesiti nasu jednadzbu za bilo koji izbor brojeva a, b G {0} UN. 
Naime, za bilo koji neN jednadzba n + x = 0 nema rjesenje u {0} UN.Takav 
x zovemo suprotnim element od n i oznacavamo s —n. Dobro, dodajmo sada 
skupu suprotne elemente za sve n G N i poredajmo ih u obratnom poretku 
od njihovih originala, tj. (■ n,m G N) ((n < m) =>• {—m < —n)). Tako smo 
dosli do skupa 

Z = {. . . , —n, . . . , —2, —1, 0,1,2, ... ,n, — —N U {0} U N 

kojeg nazivamo skupom cijelih brojeva. Na citav skup Z mozemo takoder 

prosiriti i operaciju zbrajanja. Za —m, —n G — N stavimo — n H m = 

— (n + m). Za — m G — N, n G N promatramo dva slucaja. Ako je (n > 
m) => 3 k G {0} U N, n — m + k, pa stavljamo — m + n — k, a u slucaju 
(m > n) 3 k G {0} U N, m = n + k, pa stavljamo — m + n = —k. Skup Z 
sa operacijom + je algebarska struktura sa svojstvima: 

1. V a, b, c G Z, a + (b + c) = (a + b) + c (asocijativnost). 

2. 30gZ, VaGZ, 0 + a = a + 0 = a (neutralni element). 

3. V a G Z, 3 — a ^7L, a A — a = —a + a = 0 (suprotni elementi). 

4. V a, 6 gZ, a + b = b + a (komutativnost). 

Strukturu (Z, +) koja zadovoljava svojstva 1., 2. i 3. zovemo grupa, ako 
jos vrijedi i svojstvo 4., zovemo je komutativna (Abelova 1 ) grupa. To je 
osnovna algebarska struktura u kojoj je uvijek rjesiva jednadzba a + x = b. 

Na skupu N mozemo definirati i drugu binarnu operaciju koju nazivamo 
mnozenje ako zaVn,mGN stavimo n ■ m — n + n + • • • + n . 

m 

Zadatak 1.2. Provjerite da je operacija mnozenja asocijativna, komutativna 
i da je 1 neutralni element za mnozenje. Takoder vrijedi distributivnost 
mnozenja prerna zbrajanju. 

(V n, m, k G N) n ■ (m ■ k) — (n ■ m) ■ k, (1.3) 

1 Niels Henrik Abel (Nedstrand, 5. kolovoz 1802. - Froland, 6. travanj 1829.) norveski 
matematicar 
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(Vn, m E N) n ■ m = m ■ n. (1.4) 

(Vn e N) n ■ 1 = 1 • n — n. (1.5) 

(V n, m, k E N) n • (m + A;) = n ■ m + n ■ k. (1.6) 

Rjesenje: Ocito, Vn E N vrijedi n - 1 = n. Takoder, l-n = l + l + -- - + l = 

v V ' 

n 


(• • • (1 +1) H b 1) + 1 = s^ n ^(1) = n, tj. vrijedi (1.5). Dakle, 1 E N je 

v V ' 

n— 1 

neutralni element za operaciju mnozenja. Ujedno je to baza indukcije za 
dokaz komutativnosti. 

Neka je neNpo volji. Pretpostavimo da je za neko in E N , n • m = m ■ n. 
Tada je (n+l)-m = (n + 1) + b (n + 1) = (n + b n) + (1 + • • • + 1) = 

m mm 

n-m + m = m- n + m= (m + ■ ■ ■ + m) +m = {in + • • • + m) = m ■ (n + 1 ) , 

' v ' V V " 

n n+1 

tj. vrijedi (1.4). 

Neka su n,m E N po volji. Prethodno je pokazano da vrijedi n-(m + 1) = 
n • m + n = n ■ m + n • 1. Pretpostavimo da za k E N vrijedi n ■ (m + k) — 
n-m + n-k. Tada je n-(m+(k + 1)) — n - (( m + k ) + 1) — n ■ (m + k) + n ■ 1 = 
(n • m + n ■ k) + n • 1 = n ■ m + (n • k + n ■ 1) = n ■ m + n ■ (k + 1), dakle, 
imarno (1.6). 

Za dokaz asocijativnosti mnozenja uzmimo n,m G N po volji, pa imarno 
n ■ (m ■ 1) — n ■ m — (n • m) ■ 1. Neka tvrdnja vrijedi za k E N. Tada je 
n • (m ■ (k + 1)) = n - (m- k + m- 1) = n ■ (m ■ k) + n ■ m = (n • m) ■ k + n-m = 
(n • m) ■ (. k + 1). □ 

Tu operaciju mozemo lako prosiriti i na skup Z stavljajuci za — n, — m E 
— N, (— n) ■ {—m) = n ■ m, a za — m E — N, n E N, n ■ {—in) = — (n • m). 
Lako se pokaze da je na skupu Z ta operacija asocijativna, komutativna 
i distributivna prerna zbrajanju. U skupu Z postoji neutralni element za 
mnozenje 1, tj. V n G Z, n ■ 1 = 1 • n = n. Promatrajmo sada rjesivost 
jednadzbe a ■ x = b za a, b E Z. Vec zaa = n^li6=lta jednadzba nema 
rjesenje u Z. Broj x za koji vrijedi nx = 1 nazivamo reciprocni element od 
n ili inverz od n za operaciju mnozenje i oznacavamo s n 1 = Ako sada 
prosirimo skup Z sa svirn mogucim rjesenjima jednadzbe nx = m, gdje je 
n E N i m E Z dobivamo skup 

777 , 

Q = { — ; n E N, m E Z} 
n 

koji zovemo skupom racionalnih brojeva. Napominjemo da je prikaz 
racionalnog broja u obliku — jedinstven ako su brojevi m i n relativno prosti, 
tj. nemaju zajednickog djelitelja razlicitog od 1 ili —1. 
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Operaciju nmozenje na skupu Q definiramo tako da za 


, , m m 
V — , — G 
n n 


D, stavimo 


m m 


n n 


mm 


nn 


Skup racionalnih brojeva bez nule, s operacijom mnozenja (Q, •) je takoder 
komutativna grupa. Nula nema reciprocnog elementa, tj. s nulom nije 
moguce dijeliti. 

Operaciju zbrajanje je moguce prosiriti sa skupa Z na skup Q na slijedeci 
nacin: 


, , m m 
V — , — G 
n n 


m vn! mn' + m'n 
D, stavimo 1 = 


n rv nn 

Medutim, operacije zbrajanja i mnozenja su povezane svojstvom distribu- 
tivnosti mnozenja prema zbrajanju, tj. Vn, m, k G Q, n(m + k) = nm + nk. 
Struktura (Q, +, •) s gore navedenim svojstvima naziva se polje. 

Uredaj sa skupa Z mozemo jednostavno prosiriti na skup Q tako da 
V ^ G Q, stavimo ^ ^ ^ mn' < m'n. Ta relacija ima slijedeca 

svojstva: 


1. V a G Q, (a < a), (refleksivnost). 


2. V a, b G Q, (a < b) A (b < a) =>■ (a = b ), (antisimetricnost). 

3. V a, b, c G Q, (a < b) A (6 < c) => (a < c), (tranzitivnost). 

4. V a, & G Q, (a < 6) V (b < a), (linearnost ili totalnost). 

Ako uredaj zadovoljava sarno svojstva 1., 2. i 3. zoverno ga parcijalni 
uredaj. 

Taj uredaj je u suglasju s operacijama zbrajanja i mnozenja. Vrijedi 

1. V a, b G Q, (a < b) => (Vc G Q (a + c < b + c)). 

2. V a, & G Q, (a < 6) =>■ (Vc > 0 (ac < be)). 


2: V a, 6 G Q, ((a > 0) A (6 > 0)) => (ab > 0). 

Primjer 1.1. Relacija inklnzije je parcijalni uredaj na partitivnom skupu 
V(U) nekog skupa U. Vrijedi 

1. V A C U, (A C A), 


2. V A,BCU, (A C B) A (B C A) => (A = B), 

3. V A, B,CC U, (A C B) A (B C C) =» (A C C). 

Taj uredaj nije lincaran, npr. disjnnktni sknpovi nisu usporedivi. 
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1.1.2 Prikaz skupova Q i R na pravcu 

Skup cijelih brojeva prikazujemo na pravcu tako da izaberemo cvrstu tocku 
za ishodiste i njoj pridruzimo cijeli broj 0. Zatim izaberemo jedinicnu duzinu 
i nanosimo ju uzastopno na desnu stranu za pozitivne i na lijevu stranu za 
negativne cijele brojeve, kao sto je prikazano na slijedecoj slici. 

** -3 -2 - 1 0 1 2 3 ** 


Da bismo prikazali racionalni broj — , 

0 < m < n, na pravcu posluzimo se Ta- 
lesovim teoremom o slicnim trokutima. 

Kao sto se vidi na slici desno, prvo na 
pomocnom pravcu nanesemo n jedna- 
kih duzina, a zatim odredimo trazeni 
broj. Na taj nacin je jasno da je ravna- 
lom i sestarom moguce na pravcu kons- 
truirati svaki racionalan broj. 

Skup racionalnih brojeva Q je gust u 
sebi, tj. V qi, q 2 G Q, qi < q 2 , 3 q G Q, 
qi < q < q 2 . Naravno, to je ispunjeno 

vec za q — — — . Prirodno pitanje 

je da li su na taj nacin dobivene sve 
tocke na pravcu, tj. da li svaka tocka 
na pravcu predstavlja neki racionalan 
broj. Konstruirajmo tocku koja je od 0 
udaljena za duljinu dijagonale kvadrata 
sa stranicama duljine 1. Iz Pitagori- 
nog poucka slijedi da ta tocka odgovara 
broju ciji kvadrat je jednak 2, tj. broju 
y/2. Dokazimo da y/2 ^ Q. Metoda ko- 
jom dokazujemo tu tvrdnju vrlo je cesta 
u dokazivanju razlicitih matematickih 
tvrdnji. Jedini nacin da logicki tocnim 
zakljucivanjem dobijemo neistinitu tvrdnju je da je polazna pretpostavka ne- 
istinita. 

Dakle, pretpostavimo da vrijedi \/2 G Q. Tada postoje relativno prosti 
brojevi m, n G N (nemaju zajednickih faktora razlicitih od 1) takvi da je 
— = y/2, odnosno ^- = 2, a odatle dobijemo m 2 = 2 n 2 . Posto je desna 
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strana posljednje jednakosti prirodan broj djeljiv s 2, tada je i m 2 djcljiv s 
2. Tada je i m djeljiv s 2, tj. m = 2mo za neki mo £ N. Naime, kada bi 
bilo m = 2mo + 1 slijedilo bi rri 2 = 4?77.q + 4mo + 1. Sada imamo 4m,Q = 2 n 2 , 
odnosno 2m q = n 2 . Odatle pak zakljucujemo da je i n — 2no za neki no £ N. 
Dakle, m = 2mo i n = 2n 0 , tj. dobili smo neistinu, odnosno kontradikciju s 
pretpostavkom da su m i n relativno prosti. 

Sada je jasno da sve tocke na pravcu ne predstavljajn racionalne brojeve, 
vec ima (pnno vise) tocaka koje ne predstavljajn racionalne nego tzv. ira- 
cionalne brojeve. Sve te tocke zajedno predstavljajn skup realnih brojeva 
koji oznacavamo s M. 


1.1.3 Decimalni brojevi, aproksimacija 


Broj oblika 


± (a 0 


fll CL 2 

1 b 

10 10 2 


On_ x 
10 nJ ’ 


(1.7) 


gdje je n, ao £ N i a±, a 2 , . . . , a n £ {0, 1, 2, . . . , 9}, zovemo decimalnim brojem. 
Svaki decimalni broj je iz Q, jer se moze napisati kao kvocijent cijeloga broja 

777 / 

i 10 n . Obratno, svaki racionalni broj oblika — — , gdje je m £ Z, k,n £ N, 

Zj 0 

je decimalan broj. Zato sto smo navikli racunati u decimalnom sustavu 
(valjda zbog deset prsti na rukarna) decimalni brojevi su nam neophodni u 
svakodnevnom zivotu. No till brojeva ima manje od realnih brojeva, pa ima 
smisla pitanje da li je moguce svaki realan broj po volji tocno aproksimirati 
pomocu decimalnih brojeva. Drugim rijecima, da li je moguce naci decimalan 
broj koji se od zadanog realnog broja razlikuje za manje od unaprijed zadane 
trazene tocnosti e > 0. 

Mi u ovom trenutku mozemo dati sarno geometrijsku ideju dokaza te 
cinjenice. Neka je d > 0 realan broj koji se nalazi negdje desno od 0 na 
brojevnom pravcu. Sada uzmimo jedinicnu duzinu i nanosimo je uzastopno 
na desno. Nakon konacno koraka broj d ce biti pokriven tom duzinom. Ta 
geometrijska tvrdnja naziva se Arhimedov 1 aksiom. Na taj nacin smo nasli 
prirodan broj a 0 + 1 za koji je ao < d < ao + 1. Podijclimo sada taj segment 
na deset jednakih dijelova i tocka koja reprezentira broj d ce pasti u jedan od 

r Til 1 

njih, tj. postoji a± £ {0, 1, 2, ... , 9} tako da je ao + — < d < a 0 + — + — . 
Sada taj segment duljine -A podijelimo na deset jednakih dijelova i dobijemo 

r Til a l C 1 Cl2 1 

broj a 2 £ {0, 1, 2, . . . , 9} tako da je a 0 + — + < rf < a 0 + — + + 10 2 ' 

Prethodni postupak ponavljamo n puta, gdje je < e. Tako smo dosli do 


1 Arhimed (287. pne. - 212. pne.) grcki matematicar, fizicar i astronom 
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brojeva a±, a 2 , . . . , a n G {0, 1, 2, . . . , 9} za koje je 


o i a 2 


a i a 2 


“ 0 + Io + Io5 + ''' + Io^-‘ i<ao + Io + To5 + ''' + Io^ + Io^’ 


tj. nasli smo decimalan broj koji zadovoljava trazenu tocnost aproksimacije. 


1.1.4 Kartezijeva ravnina, koordinatni sustav 

Uredeni par dva objekta a i b je ureden skup koji oznacavamo s (a, b ) i kod 
kojeg je osim samih elemenata vazno i na kojem se mjestu oni nalaze. Dva 
uredena para (a, b) i (c,d) su jednaka, tj. (a, b) = ( c,d ), ako i sarno ako je 
a = c i b = d. 

Kartezijev ili Dekartov 1 produkt dva skupa A i B je skup kojeg 
oznacavamo s A x B, a sastoji se od svih uredenih parova (a,b), gdje je 
a £ A i b £ B, tj. A x B = {(a, 6); a G A, b 6 B}. 

U tocki 1.1.2. smo pokazali kako se tocke skupova Q i M reprezentiraju 
na brojevnom pravcu. Sada cemo slicnu stvar uraditi u ravnini. 

U ravnini nacrtamo dva okomita brojevna pravca 

i njihovom sjecistu pridruzimo broj 0 na jednom 

i na drugom pravcu. Ta dva pravca zovemo ko- Y 

ordinatne osi. Sada svakoj tocki ravnine mozemo t= (x 0 , yo) 

pridruziti par realnih brojeva koji se dobiju tako yo • 

da se nacrtaju pravci koji su paralelni sa koordi- 
natnim osirna. Svaki od njih na pravcu na koji je 

okomit jednoznacno u svom sjecistu odreduje re- o l^o x 

alan broj koji to sjeciste predstavlja na koordinat- 

noj osi. Tako smo svakoj tocki ravnine T pridruzili 

uredeni par realnih brojeva (xo,yo) kojirna je ta 

tocka jednoznacno odredena. Ravninu s okomit im 

koordinatnim osima zovemo Kartezijeva koordinatna ravnina i mozemo 
je poistovjetiti sa skuporn I x R = M 2 = {(x,y)] x, y £ M}. 


I. 2 Funkcije 

Jedan od najvaznijih pojmova u matematici je pojam funkcije. Sada cemo 
navesti ne bas previse formalnu definiciju tog pojma. 

1 Rene Descartes (Le Haje [ danas Descartes], 31. ozujak 1596. - Stocholm [Svedska], 

II. veljace 1650.) francuski filozof i matematicar 
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Definicija 1.1. Neka su A i B bilo koja dva ne- 
prazna skupa. Funkcija sa skupa A u skup B 
je pridruzivanje elemenata skupa A elementima 
skupa B, tako da je svakom elementu iz A pri- 
druzen tocno jedan element iz B. Tada pisemo 
/ : A — > B, s tim da skup T>(f) = A zovemo 
podrucje definicije ili domena funkcije /, skup 
/C(/) = B nazivamo podrucje vrijednosti ili ko- 
domena funkcije /. 

Slika funkcije / je skup 7 Z(f) = {/(a;); x G A} C B. Skup T(/) = 
{(x, f(x )); x G £>(/)} C A x B je graf funkcije /. 



Dvije funkcije f : A— > B i g : C — > D su jednake tocno onda kada vrijedi 
A = V{f) = V(g) = C, B = fC(f) = K{g) = D iVx e A, f(x) = g(x). 


Funkcija g je restrikcija ili suzenje funkcije / ako vrijedi T>(g) C T)(f ) 
i Va; G P^g), g(x) = f(x). Tada pisemo g = f \v( g )- Takoder se kaze i da je / 

prosirenje od g. 


U slucaju kada je V(f) C M i /C(/) C M, 
onda je graf T(/) C M 2 , tj. mozemo ga nacr- 
tati u Kartezijevoj ravnini. Domena se nalazi 
na osi apscisa (a;-osi), a kodomena je na osi 
ordinata (y- osi). Svojstvo po kojem mozemo 
razlikovati bilo koji podskup Kartezijeve rav- 
nine od grafa funkcije je da u slucaju grata 
funkcije, svaki pravac koji je paralelan s osi 
ordinata sijece graf funkcije u najvise jednoj 
tocki. Na taj nacin za c G P(f) postoji tocno 
jedna tocka na grafu oblika (c, /(c)), a onda 
je jedinstvena i tocka /(c) koja je pridruzena 
tocki c. Tocku /(c) zovemo slikom tocke c, a 
c zovemo originalom od /(c). 




1.2. FUNKCIJE 


11 


Na slici desno je primjer krivulje u Karte- 
zijevoj ravnini koja nije graf funkcije. Pra- 
vac paralelan s osi y koji prolazi kroz c sijece 
krivulju u tri tocke. Tako nije moguce na 
jedinstven nacin preko grafa pridruziti tocki 
funkcijsku vrijednost /(c). 



1.2.1 Klasifikacija realnih funkcija pomocu grafa 

Mnoga korisna svojstva realnih funkcija rnogu se lako uociti na grafu funkcije. 


Definicija 1.2. Za funkciju /:/—>• M kazemo da je: 
1. rastuca na skupu ICE, ako 

(Vxi, x 2 e /) {xi < x 2 ) => (f(x i) < f(x 2 )) 


2. strogo rastuca na skupu ICE, ako 

(Vl 1 ,X 2 £ I) (ii < x 2 ) =5- (f(x i) < f(x 2 )) 



(1.9) 


3. padajuca na skupu ICR, ako 



(l.n) 

Za takve funkcije kazemo da su monotone, odnosno, strogo monotone. 
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Definicija 1.3. Za funkciju / : (—a, a) — » M 
kazemo da je: 

1. parna na intervalu (—a, a) C M, ako 

(Vx € (—a, a)), f(-x) = f(x)), 

( 1 . 12 ) 

2. neparna na intervalu (—a, a) C M, ako 

(Vx G (-a, a)), /(-x) = -f(x)). 

(1.13) 




1.2.2 Linearne funkcije 

Ogranicimo se sada na funkcije koje se obraduju u srednjoj skoli. To su prije 
svega funkcije koje su zadane jednostavnim formulama. 

Funkciju zadanu formulom y = f[x ) = kx + l, 
x G K, zovemo linear nom funkcijom (to nije u 
skladu s definicijom linearnosti u linearnoj alge- 
bri). To je funkcija / : R — >■ M ciji graf je pravac. 

Broj k — tg a u formuli je koeficijent smjera , a 
broj / je tocka na osi y u kojoj pravac sijece os. 

Prisjetimo se nekoliko cinjenica koje se uce o pravcima u srednjoj skoli. 



i. Jednadzba pravca koji prolazi tockorn (x 0 , y 0 ) G M 2 i koji ima zadan 
koeficijent smjera k je y = k(x — x 0 ) + y 0 


ii. Jednadzba pravca koji prolazi tockama (xo,yo), (%i,yi) £ IR 2 ) ^ x i, 

Hi - Vo ( \ 

je y = (x - x 0 + y 0 . 

Xi -x 0 


in. Segmentni oblik jednadzbe pravca je — + — 

m n 


kojirna pravac sijece osi x i y. 


1, gdje su m, n tocke u 
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1.2.3 Apsolutna vrijednost i udaljenost 

Kada govorimo o aproksimaciji onda je vazno znati 
kako se mjeri udaljenost medu objektima. U 
slucaju kada se radi o realnim brojevima tu vaznu 
ulogu igra funkcija koju zovemo apsolutna vri- 
jednost realnog broja definirana sa: 

{ x ; x > 0 

0 ;x = 0 , (x E R). (1-14) 

— x ; x < 0 

Iz definicije funkcije za svaki a G M slijedi nejednakost 

— | a | < a < |a|. 

Cesto je potrebno provjeriti nejednakost |x| < e, gdje je £ > 0 realan 
broj. Ta nejednakost je ekvivalentna s dvije nejednakosti — e < x < e. 

Za apsolutnu vrijednost imamo slijedece reznltate. 

Teorem 1.1. 1. Apsolutna vrijednost zbroja realnih brojeva je manja Hi 

jednaka od zbroja apsolutnih vrijednosti pribrojnika, tj. 

V a, b e M, |a + b\ < |a| + \b\. (1.15) 



2. Apsolutna vrijednost produkta realnih brojeva je jednaka produktu ap- 
solutnih vrijednosti faktora, tj. 


V a, b G M, \a ■ b\ = |a| • |6|. (1.16) 


Dokaz: 1. Iz nejednakosti 


— \a\ < a < \a\ 
-\b\ <b<\b\ 


zbrajanjem dobijemo 


~(\a\ + \b\) < a + b < |a| + |6| 


sto daje (1.15). 

2. Gledamo cetiri slucaja: i) a > 0, b > 0, ii) a > 0, b < 0, iii) a < 0, b > 0, 
iv) a < 0, b < 0. U slucaju i) je |a| = a, |6| = b pa je |a||6| = ab = \ab\. U 
slucaju ii) je ab < 0 pa je |a6| = —(ab) = a(—b ) = |a||6|, itd. □ 
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Nejednakost (1.15) mozemo poopciti na sumu od konacno realnih brojeva 
a-i , • • • , a n £ IK. 

n 

k = 1 



Zadatak 1.3. Dokazati prethodnu nejednakost matematickom indukcijom. 
Korolar 1.1. Za bilo koje a, b £ M vrijedi nejednakost 

IH — |6|| < \a — b\. (1.17) 


Dokaz: Vrijedi 

|a| = | (a — b) + b\ < |a — b\ + |6| =>• |a| — |6| < |a — b\. 

Zamjenom a sa b dobijemo 

|6| = |(6 — a) + a| < \b — a\ + |a| = \a — b\ + |a| =>• |6| — |a| < |a — b\. 
Dakle, 

— \a — b\ < |a| — |6| < |a — b\, 

odakle slijedi nejednakost (1.17). □ 


Ako a £ M aproksimiramo sa'£l onda je apsolutna greska jednaka 

.. , . \a — a!\ 

\a — a a relativna greska je — : — : — . 

\a'\ 

U nnmerickoj matematici se u praksi nmjesto tocnih brojeva upotreblja- 
vajn aproksimacije brojeva iz dosta ogranicenog skupa brojeva koje je mognce 
reprezentirati na racnnaln. Tako se zapravo racuna s pogresnim brojevima 
i ta se greska stalno uvecava kod racunskih operacija. Zato je od interesa 
znati kako se pogreska ponasa kod osnovnih operacija s brojevima, kako bi 
bili u stanjn procjenjivati i kontrolirati pogreskn u procesu racunanja. 

Teorem 1.2. Neka su ajb' £ M aproksimacije brojeva a, b £ M s tocnosti 
£i, £2 > 0, tj. |a — a'\ < £\ i \b — b'\ < £ 2 , onda je 

\a + b — (ci + b ) | < £\ + £ 2 , 

| ab — a b | ^ £ 2 !® | A £i|6 | -(- £\£ 2 - 


Dokaz: Vrijedi 


(1.18) 

(1.19) 
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Nadalje, 


| ab — a'b'\ = | a! (b — b') + (a — a!)b' + (a — a!)(b — b')\ < 

< \a!\\b — b'\ + | a — a , ||6 , | + \a — a'\\b — b'\ < £ 2 |a , | + £i|6 , | + E\£ 2 - 


□ 

Iz teorema 1.2 mozemo zakljuciti da se pogreska zbrajanja ponasa ocekivano, 
tj. da ona nije veca od zbroja pogresaka pribrojnika. Nasuprot tome, po- 
greska produkta nije manja od produkta pogresaka faktora, vec tu bitan 
utjecaj ima velicine faktora pomnozene s greskom kod svakog faktora. Dakle, 
da bismo smanjili pogresku racunanja, potrebno je u racunanju izbjegavati 
mnozenje sa suvise velikim brojevima o cemu se stvarno u praksi vodi briga. 


1.2.4 Kvadratna funkcija 


Funkciju zadanu formulom f(x) = ax 2 , x G 
K, zovemo kvadratna funkcija. To je funk- 
cija / : M — > M ciji graf je parabola. Ako je 
koeficijent a > 0 onda funkcija ima minimum 
jednak 0 u tocki x 0 — 0, a u slucaju a < 0 je 
maksimum 0 za Xq = 0. Tocku T = (0, 0) na 
grafu zovemo tjerne parabole. 



Opca kvadratna funkcija je zadana formulom 
f(x) = ax 2 + bx + c. Ona se moze napisati 
u obliku f(x) = a (x + + c — Oda- 

tlc je vidljivo da je tjerne te parabole u tocki 

T = (- — , gdje je broj D = b 2 - 4 ac 

2a 4 a 

diskriminanta kvadratne funkcije. Ako je 
D < 0 onda kvadratna funkcija ne sijece os 
apscisa, tj. funkcija nerna realne nultocke. 
Ako je D > 0 onda funkcija ima nultocke 
-b±y/D 



Xl,2 = 


2 a 
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1.2.5 Razlomljene linearne funkcije 


Razlomljena linearna funkcija je zadana for- 
cer + 6 

mulom j(x) = gdje su a,b,c,d G M. 

cx + a 

Prirodno podrucje definicije te funkcije je 
skup 'D(f) = R\ { — a slika je 71(f) — R\ 

{§}, tj. / : R\{-f} -G R\{§}. Funkciju je 

_ be— ad 
CL 2 — 

moguce prikazati u obliku f(x) = — [ — r, 

c x + - c 

odakle je vidljivo da je graf funkcije / moguce 
dobiti translacijom grafa istostrane hiperbolc 


a 


h(x) = — , gdje je a = bc 2 ad . Potrebno je 

x c 

ishodiste (0, 0) Kartezijevog sustava transla- 
tirati u tockn 

k C ’ C ' 



1.2.6 Polinomi 

Polinom stupnja n G N je funkcija zadana formulom P n (x) = a 0 + o i x + 
CL 2 X 2 + • • • + a n x n , gdje su do, a-i, 02 , • • • , a n G M i a n 0. Prirodno podrucje 
definicije polinoma kao realne funkcije je skup R, tj. P n : R — > R. Ako 
je stupanj polinoma P n veci ili jednak od stupnja polinoma Q m , onda je 
Pn( x) — P n — m (x)Q. m (x)-{-Rp(x), gdje je stupanj polinoma Rp strogo manji od 
stupnja divizora Q m , a stupanj od P n - m je razlika stupnjeva P n i Q m . Odatle 
slijedi da za realnu nultocku a polinoma P n vrijedi P n (x) — (x — a)P n - i(x). 
Naime, po prethodnom vrijedi P n (x) = P n - \(x)(x — a) + r, gdje je ostatak r 
polinom stupnja 0, tj. konstanta. Iz 0 = P n (ot) = r slijedi tvrdnja. 

Naravno, polinom s realnim koefieijentima mozemo shvatiti i kao polinom 
P n : C — > C. U tom slucaju vrijedi P n (x) = P n (x), Vx G C. Ako je z G C 
nultocka od P n , onda je i z nultocka, tj. 0 = P n (z) = P n (z). Dakle, ako su 
z,z nultocke od P n , onda je on djeljiv s linearnim polinomima x — z i x — z 
s koefieijentima u C, odnosno s kvadratnim polinomom x 2 — (z + z)x + z~z = 
x 2 — 2R e(z)x + \z\ 2 s realnim koefieijentima. Svaki polinom nad C moze 
rastaviti na produkt linearnih polinoma (’’osnovni teorem algebre”). To ima 
za posljedicu da se polinom s realnim koefieijentima moze faktorizirati u 
obliku: 

P n (x) = a„(x-xi) fcl ■(x-x p ) kp (x 2 + b l x + c 1 ) h ■ ■ ■ (. x 2 + b m x + c m ) lm , (1.20) 
gdje je n = ki H h k p + 2(R H h l m ). 
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1.2.7 Racionalne funkcije 

Racionalna funkcija zadana je formulom f(x) = 


P(x) 

Q(x) 


gdje su P, Q poli- 


nomi nad M. Prirodno podrucje definicije racionalne funkcije skup R. bez 
nultocaka nazivnika Q. Posto je broj takvih nultocaka manji ili jednak stup- 
nju polinoma Q , to je domena D(/) = R \ {xi, • • • , x n }, gdje je Q(xk ) = 0, 
( k = 1 ,...,n). Racionalna funkcija je prava racionalna funkcija ako je 
stupanj polinoma u brojniku manji od stupnja polinoma u nazivniku. Svaku 
racionalnu funkciju je moguce prikazati kao sumu polinoma i prave racionalne 

p (x) , R(x) 


funkcije, tj. 


= Pi(x) 


Q(x) 

od stupnja polinoma Q. 


Q(x) 


gdje je stupanj polinoma R strogo manji 


1.2.8 Kompozicija funkcija, inverzna funkcija 

Prirodna operacija s funkcijama, koja ne ovisi o tome kakve su strukture 
zadane na skupovima, je dana u slijedecoj definiciji. 

Definicija 1.4. Neka su funkcije / : A — » B i g : C — >• D. Ako je IZ(f) C 
T>(g), onda je formulom h(x) = g[f(x)], Vx G A, definirana funkcija h : A — > 
D. Tu funkciju nazivamo kompozicijom funkcija / i g. te koristimo oznaku 
h = go f. 

Kompozicija funkcija je asocijativna operacija. 

Teorem 1.3. Neka suf,g,h tri funkcije. Ako su definirane kompozicije g o / , 
h o g, h o [g o f ) {ho g) o f , onda vrijedi h o {g o f) = {h o g) o f . 

Dokaz: Da bisrno dokazali jednakost funkcija, prvo dokazimo da su im do- 
menejednake. Naime, V{[hog)of ) = V(f) \ T>{ho{gof)) = V{gof) = T>(f). 
Nadalje je IC((h o g) o /) = JC(h o g) — JC(h) i JC(h o {g o /)) = JC{h). Sada, 
za pravila vrijedi Vx G T>(f), [ho (go /)](x) = h[(g o /)(x)] = h{g[f(x)]} = 
(hog)[f(x)] = [(hog)of}(x). □ 


Primjer 1.2. Kompozicija nije opcenito komutativna operacija. To se lako 
vidi na primjeru funkcija /, g : M — >• M, gdje je Vx G M, /(x) = 2x + 1 i 
q(x) = x 2 + 2. Ocito postoie funkcije oof, f o o : R - > M., ali (go f)( 0) = 
g[f( 0)] = g( 1) = 3 ± (/ o g)(0) = f[g( 0)] = /( 2) = 5, tj. go f ± fog. 

Kao kod svake binarne operacije ima smisla pitanje o postojanju neutral- 
nih elcmenata za tu operaciju. Lako se provjeri da funkcija %a '■ A — » A 
definirana s Vx G A, za(%) = x i funkcija is ■ B — >■ B definirana s \/y G B, 
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iBiy ) = V , imaju svojstvo V/ : A ->■ B, i B o f = f i / o i A = /. Dakle, 
%a je desni, a %b je lijevi neutralni element za operaciju o i oni su opcenito 

razliciti. 

Kada imamo lijevi i desni neutralni element za operaciju o, po analogiji s 
operacijama zbrajanja i mnozenje, ima smisla pitanje o postojanju inverznog 
elementa za neku funkciju f : A B. 

Definicija 1.5. Neka je zadana funkcija / : A — > B. Kazemo da je funkcija 
g : B — >• A inverzna funkcija od funkcije / ako vrijedi gof = i A [ fog = i B , 
odnosno, Vx G A, g[f(x)\ = x i \/y G B, f[g(y)\ = y. Tada koristimo oznaku 

g = r 1 - 

Graf T f- 1 funkcije simetrican je grafu 
T f funkcije / s obzirom na pravac y = x 
koji raspolavlja 1. i 4. kvadrant Kartezijevog 
koordinatnog sustava. Naime, vrijedi 

r /- 1 = ibh f~\y )); y e ^(/ _1 )} = 

= {(f(x),x);x eV(f)} = Tf, 

gdje je Yf simetricna slika grafa T f s obzirom 
na pravac y = x. 

Jedinstvenu oznaku za inverznu funkciju / _1 funkcije / mozemo koristiti 
zato sto je inverzna funkcija, ako postoji, jedinstvena. Naime kada bi pos- 
tojale funkcije gi i g 2 koje ispunjavaju zahtjeve iz definicije 1.5, imali bismo 

Vy g 5 , g^y) = gi{f[g 2 (y)}} = (. gi ° f)[g2(y)] = 92(9), tj. gi = g 2 - 

Prije nego odgovorimo na pitanje za koje funkcije postoji inverzna funk- 
cija, definirajmo slijedece pojmove. 

Definicija 1.6. Kazemo da je funkcija / : A — » B injekcija ako vrijedi 

V xi, x 2 G A, ((xi 7 ^ x 2 ) =► (f(x 1 ) f(x 2 ))), (1.21) 

ili ekvivalentno 

V x 1 ,x 2 G A, ((/(xi) = f(x 2 )) => (xi = x 2 )). (1-22) 

Dakle, kod funkcije koja je injektivna, razliciti elcmenti domene se pres- 
likaju u razlicite slike. Kod funkcije koju nazivamo konstantnom funkcijom 
situacija je potpuno razlicita. Tamo se svi elementi domene preslikaju u 
jedan element kodomene. Primijetimo da suprotne implikacije od (1.21) i 
( 1 . 21 ) zadovoljava svaka funkcija. 
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Svojstvo injektivnosti kod funkcija izlul najlakse mozemo ustanoviti 
ako imamo nacrtan graf funkcije. Tada svaki pravac koji je paralelan s osi x 
smije sjeci graf funkcije u najvise jednoj tocki. Na taj nacin za svaku tocku 
iz slikc funkcije postoji tocno jedna odgovarajuca tocka na grafu, a s tim i 
tocno jedan original u domeni funkcije. 

Svojstvo strogog rasta ili strogog pada funkcije je vazno zbog slijedecih 
posljedica. 

Propozicija 1.1. Neka je funkcija f : I — > M , strogo monotona na skupu 
/Cl, Tada je ona injekcija. 

Dokaz: Neka je funkcija strogo rastuce na I. Uzmimo bilo koje x±,x 2 G I, 
Xi 7 ^ x 2 ■ Tada je x\ < x 2 ili je x 2 < X\. Tada u prvom slucaju sli- 
jedi fix i) < f(x 2 ), a u drugom f(x 2 ) < f(x i). U svakom slucaju je 
f(x i) 7 ^ /0 2 ). □ 

Definicija 1.7. Kazemo da je funkcija / : A — ^ B surjekcija ako je slika 
funkcije jednaka kodomeni funkcije, tj. Tl(f) = B , odnosno ako vrijedi 
Vy e B, 3 x G A, (y = f(x)). 

Ako znamo koji skup je slika funkcije, onda mozemo jednostavno uzeti 
taj skup za kodomenu i postigli smo da je dana funkcija surjekcija. U pravilu 
nije lako pogoditi skup koji je slika funkcije, a tada je jos teze dokazati tu 
cinjenicu. 

Definicija 1.8. Kazemo da je funkcija / : A —7 B bijekcija ili 1-1 ako je 

ona injekcija i surjekcija, tj. 

(Vy G B) (3b G A) (y = f(x)). (1.23) 

Dakle, za svaki element kodomene postoji i jedinstven je njegov original. 

Sada smo u stanju odgovoriti na pitanje o postojanju inverzne funkcije. 

Teorem 1.4. Za funkciju f : A — >• B postoji inverzna funkcija / -1 : B — > A 
ako i samo ako je f bijekcija. 

Dokaz: Neka postoji f~ 1 : B —7 A. Tada za svaki y G B postoji x = f~ 1 (y) 
sa svojstvom fix) = flf^iy)] = y , tj. f je surjekcija. Sada, (fix 1 ) = 
f(x 2 )) => (/ -1 [/(£ 1 )] = f~ l [f(x 2 )]) <^> (xi = x 2 ), tj. / je injekcija. Dakle, / 
je bijekcija. 

Neka je sada / bijekcija. Uvjet (1.23) kazuje da je svakom y E B na 
jedinstven (funkcijski) nacin pridruzen x G A, y = f{x). Tada je dobro 
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definirana funkcija g : B — > A, g : y i-> x. Pokazimo da ta funkcija zadovo- 
Ijava uvjete iz definicije 1.5. Naime, Vx G A, g[f(x)\ = g(y) = x i \/y G B, 
f[g(y )] = f{x) = y. Dakle, g = f~ x . □ 


Propozicija 1.2. Neka je funkcija f : I -* 7 Z(f), 7 Z(f) C M strogo rastuca 
(padajuca) na skupu / CM. Ta/a ona ima inverznu funkciju f~ 1 : 71(f) — > I 
koja je strogo rastuca (padajuca)na 7Z(f) . 


Dokaz: Funkcija /:/—>• 71(f), je strogo rastuca surjekcija na skupu / CM, 
pa je po propoziciji 1.1. / bijekcija, te postoji /~ x : 71(f) — >• /. Pokazimo da 
za bilo koje e 72.(/), (yi < 1/2) ^ (f~ 1 (y 1) < f (y-i))- U suprotnom bi 
vrijedilo da postoje yi,y 2 G 71(f), y\ < y 2 i / _1 (|/2) < / _1 (2/i)- No tada bi- 
smo zbog strogog rasta funkcije / irnali f[f~ 1 (y- 2 )} < f[f~ 1 (yi)] J tj. y 2 < yi, 
sto je suprotno pretpostavci. □ 


Primjer 1.3. Linearna funkcija zadana for- 
mulom f(x) = kx + l, k 0, je bijekcija 
/ : M — y M. Naime, za bilo koji y G M pos- 

V-l- . 


toji jedinstven x = 


k 


njegov ori- 


ginal. Iz ovoga je odmah vidljivo da vrijedi 

r ' (x) = l x ~ l 

Grafovi of / i / 1 
y = x. 


su simetricni na pravac 



Skup realnih polinoma stupnja jednakog 1 je nekomutativna grupa s opera- 
cijom kompozicije, a njegov podskup polinoma sa svojstvom da je /( 0) = 0 
je komutativna podgrupa. 


ax -|- 1) 

Primjer 1.4. Razlomljena linearna funkcija zadana formulom fix) = . 

cx + d 

gdje su a, b, c, d G M i ad — be 7^ 0 ima inverznu funkciju zadanu formulom 


/ (z) = 


dx — b 
-cx + a 


, koja je isto razlomljena linearna funkcija. 
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1.2.9 Korijeni 

Neparne potencije su funkcije zadane formu- 
lom f(x) = x 2n+1 , Vx G M, n G N. To su 
bijekcije s M na 1 i imaju inverze f _1 (x) = 

2n+ ^/x, Vx G M, neparne korijene. To su ne- 
parne i strogo rastuce funkcije na M. 

Za razliku od neparnih potencija, parne po- 
tencije zadane formulom f(x) = x 2n , Vx G M, 
n G N, su parne funkcije / : M — > [0, +oo), 
pa tako nisu injekcije te nemaju inverze. 

Medutim. njihove restrikcije /+ = /|[o,+oo) su 
strogo rastuce bijekcije /+ : [0, +oo) — > [0, +oo). 

One imaju inverzne funkcije f^ 1 : [0, +oo) — > 

[0, +oo), a zapis je /+ 1 (a;) = 2 \/x ) Wx G [0, +oo). 

Moguce je uzeti i druge restrikcije /_ = /|(_oo,o] 
koje su strogo padajuce funkcije /_ : (— oo, 0] — > 

[0, Tcxd) i koje imaju inverzne funkcije fZ 1 : 

[0, +oo) — > (—oo,0], a zapis je /0 1 (x) = — 2 y/x, 

\/x G [0, Too) . 

1.2.10 Eksponencijalna funkcija na Q, logaritamska funk- 
cija, opca potencija 

Neka je a G 1, o > 0 i a / 1. Definiramo: 

a 1 = a 

a n+1 = a n -a, Vn G N. 

Na ovaj nacin smo definirali funkciju / : N — >• M + , f(n) = a n , Vn G N. Ako 
definiramo /( 0) = a 0 = 1, onda smo prosirili funkciju do / : N U {0} — > M + . 

Funkcija se lako prosiruje dalje do / : Z — >■ M + , stavljanjem /(— n) = — , 

(l n 

Vn G N. 

Zbog V n, m G N, a n a m = a n+m funkcija / : Z — » M + zadovoljava: 

(*) /( 0) = 1, /(l) = a, 

(ii) f(n + m) = f(n)f(m), V n, m G Z. 

Prosirimo funkciju / na skup racionalnih brojeva Q. Neka je q — — E Q, gdje 
su m G Z, n G N, pa definiramo vrijednost funkcije s f(q ) = /(— ) = 
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Tako smo dobili funkciju / : Q — > M + koja i dalje zadovoljava funkcijsku 
jednadzbu /(g + q ') = f(q)f(q'), V g, q' G Q. Naime, 


,, „,m m ! . + 

/ 9 + 9 = / - + — = / 7 

n u nn 


^ _ n y a mn'+m'n 


nn / / „ „ / nn// - 

= v a mn v a"‘ " = 


^ =/(-)/(”) 

'K) rn> 


n 


u 


f(q)fW)- 


Pokazimo da je za a > 1 funkcija / : 
Q — » (0, +oo) strogo rastuca na Q. Uz- 
mimo q = ^,g' = *£ G Q, q < g', tj. 
mn! < m'n. Tada je a mn < a mn , pa 
zbog strogog rasta funkcije x i— )■ "■ ifx 
na M + imamo "V a mn ' < n Va m ' n , od- 
nosno \/a™ < Va m ', tj. /(g) < /(g'). 



Teorem 1.5. Postoji tocno jedna bijekcija f : R — >- (0, +oo) tako da vrijedi 
/( 0) = 1, /(l) = a > 0 * f(x + g) = f(x)f(y), Vx, t/6R. 

Bijekciju iz teorema 1.5. zovemo eksponencijalna funkcija s bazom 
a i oznacavamo s /(x) = exp a (x) = a x , Vx G (0, +oo). Sada funkcionalna 
jednadzba ima oblik 

a x+ y = a x a y , Vx,yGK. 

Eksponencijalna funkcija ima inverznu funkciju y 
/ _1 : (0, +oo) — >■ M koja je strogo rastuca za 
a > 1 i strogo padajuca za 0 < a < 1. Tu funk- 
ciju zovemo logaritamska funkcija s bazom a i 
oznacavamo s / _1 (x) = log a x, Vx G (0, +oo). Vri- 
jedi log a 1 = 0 i log a a = 1 za sve 0 < a / 1. 

Funkcionalna jednadzba za logaritamsku funkciju 
ima oblik 

log a (z2/) = log a x + log a y , Vx, y G (0, +oo) . 

To slijedi iz injektivnosti eksponencijalne funkcije i 

g^ogjxy) _ X y _ a log a x a log a y _ fl log a x+log a y . 

Zadatak 1.4. Za a, b > 0 dokazati da vrijedi 

!°ga x = V X G (0, Too) . 

log?) a 
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Rjesenje: Formula slijedi iz injektivnosti eksponencijalne funkcije i 

^logf, X — x — a l°g Q X _ log 6 a log a 1 _ ^log a I log 6 a 

Specijalno, za a = e ~ 2.718281828 oznacavamo log e = In i zovemo 
prirodni logaritam , a za a = 10 pisemo log 10 = log i zovemo Briggsov 1 ili 
dekadski logaritam. 

Sada je moguce definirati opcu potenciju / : (0, +oo) — > M kao funkciju 
zadanu formulom /(x) = x a d = e alnx . 

1.2.11 Hiperbolne i area funkcije 

Pomocu eksponencijalne funkcije definiramo hiperbolne funkcije slijedecim 
formulama: 


shx = 

, Vr 6 K 

(sinus hiperbolni), 

(1.24) 

chx = 

pX 1 p x 

, Vx e M 

(kosinus hiperbolni), 

(1.25) 

thx = 

shx e 2x — 1 , , m 

chx ~ e 2x + l ,VxG 

(tangens hiperbolni), 

(1.26) 

cthx = 

t= e :; + ;.v, £R \{o } 

shx; e AX — 1 

(kotangens hiperbolni). (1.27) 




1 Henry Briggs (Worley Wood, veljaca 1561. Oxford, 26. sijecanj 1630.) engleski 
matematicar 
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Funkcije sh, th, cth su neparne, a ch je parna funkcija. 

Osnovna formula koja vrijedi za hiperbolnc funkcije je ch 2 x — sh 2 x = 1 
i slijedi direktno iz definicija za ch (1-24) i za sh (1.25). Takoder vrijede 
adicione formulc 


sh(rc + y) = shx chy + chx shy, 
ch(x + y) = chx chy + shx shy. 


(1.28) 

(1.29) 


Za primjer pokazimo (1.28): 


shx chy + chx shy = -[(e a 


e~ x ) (e y + e~ y ) + (e x + e~ x )(e y - e ~ y )] = 


= ~(e x+y + e x ~ y - e~ x+y - e~ x ~ y + e x+y + e~ x+y - e x ~ y - e~ x ~ y ) = 
4 


= i( e x+y - e~^ x+y) ) = sh(x + y). 

Iz ovih osnovnih formula lako se dobivaju mnoge druge formulc za sumu ili 
produkt hiperbolnih sinusa i kosinusa, kao i za hiperbolni tangens i kotan- 
gens. 

Funkcije sh, ch i th strogo rastu na [0, +oo), a cth strogo pada na (0, +oo). 
Naime, e x i — e~ x strogo rastu, pa sh kao suma strogo rastucih je strogo 
rastuce funkcija na M. Iz ch 2 x = 1 + sh 2 x > 1 slijedi da je 7?.(ch) C [1, +oo). 
Odatle za x, y > 0 imamo ch(x + y) — chx day + shx shy > chx day > chx, 
pa ch strogo raste na [0, +oo). Zbog parnosti ch strogo pada na (— oo, 0]. Za 
x,y> 0 je 


th(x + y) — thre- 


sh (x + y)dix — ch(x + r/)shx 
ch(x + y) chx 


sh(y) 

ch(x + y) chx 


> 0 , 


tj. thx < th(x + r/), odnosno th strogo raste na R + , a zbog neparnosti strogo 
raste i na M. Nadalje, zbog cthx = — — slijedi da cth strogo pada na (0, +oo). 

U 11(1/ 

Zbog neparnosti je cth strogo padajuca i na (— oo, 0). Odatle i iz propozieije 
1.1. slijedi da su navedene funkcije injekeije. 

Uz pretpostavku da je 7?.(exp) = (0, +oo) (dokazati cemo u korolaru 
3.8.), mozemo dokazati da su funkcije sh : R — >• R, th : R — > (—1,1), 
cth : R \ {0} — > R \ [—1, 1] i ch|[o !+00 ) = Ch : [0, +oo) — > [1, +oo) bijekeije. 

gdl g X 

Neka je y G 7Z(sh), tj. 3x G R, y = shx = . Tada je e x — e~ x — 

2 y = 0, odnosno, uz zamjenu u = e x dobijemo jednadzbu u 2 — 2 yu — 1 = 0. 
Moguce rjesenja te jednadzbe su u = y ± \Jy 2 + 1. Zbog u = e x > 0 jedino 
rjesenje je u = e x = y + \fy 2 + T. Odatle je x = ln(y + \Jy 2 + 1), gdje 
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je funkcija y i — > In (y + yj y 2 + 1) definirana na R. Sada uzmimo bilo koji 
y £ R i neka je a: = ln(y + a/?/ 2 + 1). Jasno je da odatlc slijedi y = sh x, tj. 
lZ(sh) = R. Dakle, inverzna funkcija sh -1 : R — > R je definirana formulom 
sh _1 a; = ln(x + yj x 2 + 1), \/x £ R. 


_ 2x 


Neka je y £ 7£(th) C (—1, 1), tj. 3 x £ M., y = thrr = 


- 1 


o2x 


(1 — y)e 2x = 1 + y ) odnosno x = - In 


l + y 
i -y 


+ 1 


Odatlc je 


Kao u prethodnom slucaju 


zakljucujemo T^-(th) = (—1, 1) i da je inverzna funkcija th : (—1, 1) — > 


definirana formulom th x x = - In 


1 + x 

1 — X 


, Vx £ (-1,1). 


Zbog cthrr = Vx £ M\{0}, je 72.(cth) = { t £ (—1, 1)} = M\ [—1, 1]. 
Takoder slijedi da je cth -1 : M\ [—1, 1] — > M\ {0} zadana formulom cth _1 a; = 


-In 

2 


x + 1 


x 


, Vx £ M \ [—1, 1]. 


g X j g x 

Neka je y £ 7\l(Cli) C [l,+oo), tj. 3a; G [0,+oo), y = Cha; = — . 

Tada dobijemo jednadzbu e 2x — 2 ye x + 1 = 0, odnosno e x = y ± y/y 2 — 1. 
No, x > 0 e x > 1 pa je jedino rjesenje e x = y + yj y 2 — 1, tj. x = In (y + 
yjy 2 — 1). Odatlc dobivamo 7?.(Cli) = [l,+oo) i funkcija Ch _1 : [1, +oo) — > 
R \ {0} je definirana formulom Ch _1 a; = ln(a; + \J x 2 — 1), Vx £ [1, +oo). 


1.2.12 Trigonometrijske i arkus funkcije 

Neka je u Kartezijevom koordinatnom sustavu zadana kruznica polumjera 
1 ( trigonometrijska kruznica) i na njoj sredisnji kut a s vrhom u ishodistu, 
a prvi krak mu je pozitivni dio osi x. Kutu a pridruzujemo realan broj 
koji odgovara duljini luka na kruznici koji odsjecaju krakovi kuta a. Ako je 
drugi krak odmaknut od prvoga u pozitivnom smjeru (suprotnom od smjera 
kazaljke na satu), onda je kut pozitivan, a u suprotnom je negativan. Tu 
mjeru kuta nazivamo radijan. Dakle, puni kut je 2 tt radijana, a pravi kut je 
| radijana. Sa slike je jasno da je pridruzivanje koje realnim brojevima koji 
odgovaraju radijanima pripadnih sredisnjih kutova pridruzuje tocke jedinicne 
kruznice K, ao : [0, 2 it ) -+ K , bijekcija. Tu funkciju je moguce prosiriti do 
funkcije a : M — > K, a(x) = ao (r x ), gdje je x = 2kir+r x , k £ Z, 0 < r x < 2i r. 
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Sada cerno geometrijski definirati trigonome- 
trijske funkcije sinus (sin), kosinus (cos), tan- 
gens (tg ) i kotangens (ctg ) tako da pri- 
druzimo koordinate A = (cos a, sin a), B = 
(1, tg a) i C — (ctg a, 1). Iz slicnosti pripad- 

Sill Ol 

nih pravokutnih trokuta vrijedi tg a = 

cos a 

cos a 

i ctg a = . 

sin a 



Definicija 1.9. Za funkciju / : T>(f) — > R kazemo da je periodicka perioda 
r > 0 ako vrijedi 

1) VxGX?(/)=»x + tGX>(/), 

2) f{x + r) = fix), Vx G V(f). 

Ako postoji najmanji period tq > 0 onda njega zoverno temeljni period 
funkcije /. 

Primijetimo, ako je r > 0 period funkcije /, onda je nr takoder period od 
/, Vn G N. S druge strane postoje periodicke funkcije koje nernaju temeljnog 
perioda kao npr. / : R — y R definirana s f(x) = 1 za x G Q i f(x) = 0 za 
x fL Q. Svaki r G Q+ je njen period, pa taj skup nema minimum veci od 0. 



Funkcije sin : R — » [—1, 1] i cos : R — > [—1, 1] su periodicke s temeljnim 
periodom 2n, tj. vrijedi sin(x + 27 t) = sin x i cos(x + 2n) = cosx, \/x G R. 
Iz slike je jasno da vrijedi sin x = cos(x — |), Va; G R, odnosno, cosx = 
sin(x + |), Vx G R. Nadalje, sin je neparna, a cos parna funkcija. 

Sa trigonometrijske kruznice je vidljivo da vrijedi 

cos 2 x + sin 2 x = 1, Vx G R, (1.30) 

sto je osnovna trigonometrijska jednakost. 
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Sada cemo geometrijski dokazati osnovni adicioni teorem za funkciju ko- 
sinus: 

cos(x + y) — cosxcosy — sinxsiny, Vi,j/6K. (1.31) 


Na slici desno istaknute su tocke 

y ' 

l 

1 — 


A = (cos /3, — sin /3), 




B = (1,0), 


A x 
a « 

\c 

C = (cos cc, sin cc), 

0 

\-/3 ) 

]B x 

D = (cos(cc + /3), sin(a + /?)). 



A 

Iz slicnosti trokuta A OAC i A OBD slijedi 




jednakost duljina d(A,C ) = d(B,D). tj. 





(cos /3 — cos a) 2 + (— sin/3 — sin a) 2 = (1 — cos(a + /3)) 2 + (0 — sin(a + /3)) 2 

cos 2 (3 — 2 cos /3 cos a + cos 2 a + sin 2 /3 + 2 sin /3 sin a + sin 2 a = 

= 1 — 2 cos(a + f3) + cos 2 (a + j3) + sin 2 (a + /3) =>• 

2 — 2 cos a cos /3 + 2 sin a sin /3 = 2 — 2cos(a + (3) =>• (1.31). 

Iz (1.31) lako slijedi adicioni teorem za funkciju sinus: 

IT . 7T 7T 

sin(a:+/3) = cos(— — a— /3) = cos( — — a) cos/3+sin( — — a) sin/3 = sin a cos /3+cos a sin (3. 
Iz prethodnih formula lako dobijemo 

sin a: cosy = -[sin (a: + y) + sin(x — y)], 

cosxcosy = -[cos(x + y) + cos(a; — y)\, (1.32) 

sin x sin y = - [cos(a: — y) — cos(a: + y)\ . 

Funkcije tg : M \ {| + kn] k G Z} — > M i ctg : M\ {kn; k G Z} — * M imaju 

sm(x ~}- 7r) — sin. x 

osnovni period 7 r. To slijedi iz tg (x + 7r) = = = tg x i 

cos(a: + 7r) 

ct s x = tfx 


Funkcije tg i ctg su neparne. 


— cosx 
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Periodicke funkcije nisu injekcije, pa zato nemaju inverzne funkcije. Medutim, 
njihove restrikcije na dijelove podrucja definicije na kojem su strogo mo- 
notone, jesu injekcije. Tako definiramo Sin = sin | s:] , Cos = cos|[ 0;7r ], 

Tg = tg |(-|,|> i Ctg = ctg | (o.tt) - Dakle, parovi inverznih funkcija su: 

Sin : [— f , f] — > [—1, 1], Sin -1 = arcsin : [—1, 1] — * [— |, |], 

Cos : [0, 7r] — >■ [—1, 1], Cos -1 = arccos : [—1, 1] — > [0, 7r], 

Tg : (-f , f) R, Tg' 1 = arctg : R <-§, f), 

Ctg : (0, 7r) — > M, Ctg” 1 = arcctg : R — >■ (0, n). 
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Naravno, to nisu jedine restrikcije koje su bijekcije. Za svako n G Z 
je sin | [ -|+ n7rj |+r Mr ] = Sin„ : [-§ + mr, § + wr] ->■ [-1,1] bijekcija. Njena 
inverzna funkcija Sin” 1 : [—1, 1] — > [— | + m r, | + wr] moze se dobiti kao 
Sin” 1 (a;) = (— l) n Sin”i(x) + nn, Vx G [—1, 1]. 

Isto tako je cos | [n 7 r,(n+i) 7 r] = Cos n : [nn, ( n + l)7r] — » [—1, 1] bijekcija i za 
njenu inverznu funkciju Cos” 1 : [—1, 1] — >• [nn, (n + l)7r] vrijedi Cos” 1 (a;) = 
(-l) n (Cos _1 (a;) - | ) + nn + |, Vx e [-1, 1]. 

Jos je jednostavniji slucaj inverznih funkcija restrikcija od tg i ctg . Za 
tg \ { _* +n7r ^ +n7r) = Tg n vrijedi Tg” 1 ^) = Tg _1 (x) + nn, Vi 6 M i analogno 
za ctg | (n 7 r,(n+i) 7 r> = Ctg n vrijedi Ctg'^x) = Ctg _1 (x) + nn, \/x G R. 

Zadatak 1.5. Rijesimo jednadzbe sinx = b i cos y = b za b G [—1, 1]. 

Rjesenje: Za svako n G Z je x n — Sin” 1 (6) = (— l) n Sin _1 (6) + nn i 

y n = Cos” 1 (6) = (— l) n (Cos” 1 (6) - f ) + nn + f . □ 

Zadatak 1.6. Rijesimo nejednadzbu a < sin x < b za — 1 < a < b < 1. 

Rjesenje: Treba uzeti u obzir da su funkcije Sin” 1 strogo rastuce za parne 
i strogo padajuce za neparne n G Z. Zato za n = 2m, m G Z, imamo 
Sin _1 (a) + 2mn < x < Sin" 1 (6) + 2mn, a za n — 2m — 1, m G Z, je 
— Sin” 1 (6) + (2m — l)n < x < — Sin” 1 (a) + (2m — l)n. Skup rjesenja nejed- 
nadzbe je unija svih prethodnih zatvorenih intervala (segmenata). □ 

Definicija 1.10. Funkcije koje se dobiju pomocu konacnog broja operacija 
zbrajanja, mnozenja i kompozicije iz potencija, eksponencijalne funkcije, hi- 
perbolnih, trigonometry skih funkcija i njihovih inverznih funkcija korijena, 
logaritamske funkcije, area i arcus funkcija nazivamo elementarnim funk- 
cijama. 



30 


I. SKUPOVI I FUNKCIJE 


1.3 Aksiomi polja M, supremum i infimum, 
potpunost 

U ovoj tocki uvodimo aksiomatiku skupa realnih brojeva koja karakterizira 
sva njegova svojstva s obzirom na algebarsku strukturu i uredaj na njemu. 

1.3.1 Aksiomi polja M. 

R je komutativna grupa s obzirom na operaciju zbrajanje + : R x R — > I. 

A 1. Asocijativnost zbrajanja: 

\/x, y,z G R, x + (y + z) = (x + y) + z. 

A 2. Postoji neutralni element 0 (nnla): 

3!0 6 1, VieR0 + x = i + 0 = i. 

A 3. Svaki element iz R ima inverz za zbrajanje (suprotni): 

\/x E R, 3!(— x) E M, x + (— x) = (—x) + x = 0. 

A 4. Komutativnost zbrajanja: 

Vx, y E R, x + y — y + x. 

R \ {0} je komutativna grupa s obzirom na mnozenje • : 1 x R — > 1. 

A 5. Asocijativnost mnozenja: 

\/x,y,z E R, x(yz) = (xy)z. 

A 6. Postoji jedinstven neutralni element 1 (jedinica): 

3!l G R, 1 7 ^ 0, Mx E R 1 • x = x ■ 1 = x. 

A 7. Svaki element iz R \ {0} ima inverz za mnozenje (reciprocni): 

Va; e R \ (0), 3!a; _1 = — G R, x— — —x—1. 

X XX 

A 8. Komutativnost mnozenja: 


Vx, y E R, xy = yx. 
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A 9. distributivnost mnozenja prema zbrajanju: 

Vx, i/,z6R, x(y + z) = xy + xz. 

Uredenu trojku (M, +, •) nazivamo poljem. 

Primjer 1.5. Iz aksioma dokazimo neka poznata svojstva operacija zbraja- 
nja i mnozenja. 

1. 0 je jedinstven neutralni element za zbrajanje i 1 je jedinstven neutralni 
broj za mnozenje. 

Kada bi postojao broj o 6 1, a / 0 sa svojstvo da Vx G M a + x = 
x + a — x, imali bi a = a + 0 = 0, a to je kontradikc-ija. Analogno, kada 
bi postojao broj b G M, b ^ 1 sa svojstvo da \/x G M bx = xb = x, imali 
bi b = bl = 1. 

2. Suprotni i reciprocni brojevi su jedinstveni. 

Neka je a6liceR,c / —a njegov suprotni broj, tj. a+c = c+a = 0. 
Tada bi vrijedilo —a = —a + 0 = —a + (a + c) = (—a + a) + c = 

0 + c = c, sto je kontradikcija. Dokaz jedinstvenosti reciprocnog broja 
je analogan. 

3. Vrijedi \/x G M, —(-x) = x. 

Po definiciji suprotnog clementa je — x+(— (— x)) = (— (— x)) + (— x) =0 

1 —x + x = x + (~x) = 0. Iz jedinstvenosti clementa s danim svojstvom 
za —x, slijedi x = —(—x). 

4. Pokazimo da je —0 = 0. 

Za svaki x G M vrijedi x + (—0) = x + 0 + (—0) = x + 0 = x i 
— 0 + a: = — 0 + 0 + x = 0 + a; = a:, pa zbog jedinstvenosti nule vrijedi 
-0 = 0. 

5. Za svako x G M vrijedi a;0 = 0a; = 0. 

Naime, Cte = (0 + 0)a: = Ox + Cte = 2 • Cte. Kad bi bilo Cte ^ 0, onda 
bi taj element irnao inverz, pa bi slijcdilo 1 = 2, a odatle 0 = 1. To se 
protivi zahtjevu iz A6. 

6. Vrijedi ( — 1)( — 1) = 1. 

Imamo (-1)(-1) + (-1) = (-1)(-1) + (-1)1 = (—!)((—!) + 1) = 
(—1)0 = 0 i isto tako (—1) + (— 1)(— 1) = 0. Odatle je ( — 1)( — 1) = 
-(- 1 ) = 1 . 
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7. Pokazimo (ab = 0) <=> ((a = 0) V (b = 0)). 

Neka vrijedi ab = 0. Ako je a ^ 0 onda a ima reciprocni element, pa je 
6 = 1-6 = a~ l ab = a -1 0 = 0. Analogno, ako je 6 ^ 0, onda je a = 0. 
Obratna tvrdnja slijedi iz 5. □ 

Na skupu M je zadan linearan (totalan) nredaj <. 

A 10. Linearnost uredaja: 

Vx, t/eR, (x < y) V (y < x). 

A 11. Antisimetricnost uredaja: 

Vx, t/Gl, ((x <y) A(y < x)) =» (x = y). 

A 12. Tranzitivnost uredaja: 

Vx, i/,ze8, ((x < y) A (y < z)) => (x < z). 

Uredaj je u skladu s operacijama zbrajanja i mnozenja. 

A 13. Uskladenost zbrajanja: 

(x < y) =>■ (Vz, (x + z < y + z)). 

A 14. Uskladenost mnozenja: 

((x > 0) A (y > 0)) =>- (xy > 0). 

(M, +, <) je uredeno polje. 

Primjer 1.6. Vrijedi monotonost mnozenja: 

((x < y) A (z > 0)) (xz < yz). 

Imamo x < y y — x > 0 => (y — x)z > 0 ^ yz — xz > 0 ^ xz < yz. □ 
Primjer 1.7. (Q, +, <) je uredeno polje. 
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1.3.2 Supremum i infimum skupa, potpunost 

Definicija 1.11. Kazemo da je S C R, S ^ 0, omeden odozgo u M, ako 
postoji broj Mel takav da vrijedi \/x G S, x < M. Broj M zovemo gornja 
meda ili majoranta skupa S. 

Kazemo da je S C M, S ^ 0, omeden odozdo u M, ako postoji broj 
rri G M takav da vrijedi Wx G S', m < x. Broj m zovemo donja meda ili 
minoranta skupa S. 

Skup S C M, S ^ 0, je omeden u M, ako je omeden odozdo i odozgo 
u M. 

Jasno, ako S ima majorantu, onda on ima beskonacno nmogo majoranti. 
Naime, svaki veci broj je takoder majoranta. U tom svjetlu ima smisla sli- 
jedeca definicija. 

Definicija 1.12. Broj LeR koji je najmanja majoranta nepraznog odozgo 
omedenog skupa Scl nazivamo supremum skupa S i pisemo L = sup S. 

L = siipS 1 je karakteriziran slijedecim svojstvima: 

( i .) \/x G S, x < L. 

(ii.) Va Gl, a < L, 3x G S, a < x. 

Cesto je prakticno uvjet (ii.) pisati u obliku: 

(ii.)' \/e > 0, 3x E S, L — e < x. 

Supremum koji je u skupu nazivamo maksimum, tj. ako je L = sup S G S 
onda je L = max S'. 

Sada smo u mogucnosti zadati posljednji aksiom skupa M. 

A 15. Aksiom potpunosti: 

Svaki neprazan odozgo omeden podskup S C M ima supremum u M. 

Uredeno polje koje zadovoljava i A 15. zovemo potpuno uredeno polje. 
Dakle (M, +, •, <) je potpuno uredeno polje. 

Teorem 1.6 (Arhimedov aksiom). U skupu M vrijedi tvrdnja: 


V a, b G M, a > 0, b > 0, 3n G N, na > b. 
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Dokaz: Pretpostavimo da tvrdnja teorema nije istinita, tj. neka vrijedi: 

3 a, b G R, a > 0, b > 0, Vn G N, na < b. 

To znaci da je skup A = { na ; n G N} odozgo ogranicen skup u R. Sada po 
A15. postoji c = sup A, tj. Vn, na < c i Ve > 0, 3n G N, c — £ < na. 
Sada za £ = a > 0 dobijemo c — a < na , odnosno c < (n + l)a G A, sto je 
kontradikcija s cinjenicom da je c gornja meda od A. □ 

Zadatak 1.7. Pokazite bez upotrebe A 15. da Arhimcdov aksiom vrijedi u 
skupu Q. 

Rjesenje: Dovoljno je pokazati da Vk, rn G N, 3n G N, nk > m. U su- 
protnom bismo imali k , m G N, Vn G N, nk < m. Tada za n = m imamo 
mk < m k — 1. No tada bi vrijedilo Vn G N, n < m, sto nije istina vec 
za n = m + 1. Sada za svaki 9= jd' = f G Q, m, k, m', k! G N, postoji 
n G N takav da je nmk! > rn'/e, odnosno nq > q'. □ 

Zadatak 1.8. Utvrdite da li postoji i ako postoji odredite snpremum sknpa 

Rjesenje: Skup S je odozgo ogranicen s 1, tj. Vn G N, < 1. Pokazimo 
da je 1 = snpS 1 . Uzmimo bilo koji £ > 0. Trebamo naci n G N tako da 
vrijedi 

77 / 

1 — £ < (1 — e)(n + 1) < n — ne + 1 — £<0<t»l<(n+ l)e. 

Iz Arhimedovog aksioma slijedi postojanje m G N, me > 1. Uzmimo sada 
n — m — 1 i imamo tvrdnjn. □ 


Primjer 1.8. Polje Q nije potpuno. 

Neka je S = {q G Q; 1 < q, q 2 < 2}. Ocito je S odozgo orneden s 
2 G Q. Skup S nema maksimalan element. Naime, za bilo koji q G S po 
Arhimedovom aksiomu za brojeve 2 — g 2 >0i2g + l>0 postoji n G N 
tako da je n( 2 — q 2 ) > 2q + 1. Tada je n 2 ( 2 — g 2 ) > n(2q + 1) = 2 nq + n > 
2 nq + 1 => (g + ^) 2 < 2. Dakle, postoji g' = g + ^ G S', g' > g. 

Pokazimo da vrijedi: a G Q, a > 0, je majoranta od S a 2 > 2. Neka 
je a G Q, a > 0, majoranta od S'. Tada je a 2 ^ 2 (\/2 ^ Q). Kada bi 
bilo a 2 < 2, onda bi a bio maksimum od S', a takvog nema. Dakle, mora 
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biti a 2 > 2. Obratno, ako je 0 < a i a 2 > 2, onda za svaki q G S imamo 
q 2 < 2 < a 2 =$■ q < a, tj. a je majoranta od S. 

Pokazimo da ne postoji najmanja majoranta skupa S u Q. Neka je a 
bilo koja majoranta sknpa S. Tada po Arhimedovom aksiomu za brojeve 
a 2 — 2 > 0 i 2a > 0 postoji n G N takav da vrijedi n(a 2 — 2) > 2a. Odatle je 


2 a n 
— < a 
n 


a' — a — - G 

n 


2 < a 2 

a' < a 


2 + [ - 

n 


2 < 


a 

n 


Dakle, postoji majoranta 

□ 


Zadatak 1.9. Dokazite da je Q gust u M, tj. 

\/e > 0, Va; G M, (x — s, x + e) D Q ^ 0. 

Rjesenje: U suprotnom slucaju bi vrijedilo 3e > 0, 3a; G M, Wq G Q, 
(q < x — e) V (x + £ < q). Neka je qi < x — e i x + e < q 2 . Uzmimo 
n G N tako da vrijedi 2 ne > q 2 — qi i odredimo ctk = qi + ^{q 2 — qi) G Q 
(k = 0, 1, . . . , n — 1, n) . Neka je 1 < ko < n najveci od indeksa za koje je 
a k < x - e. Zbog x + £ < oi ko+ i vrijedi f -^ LL = a ko+l - a ko > 2e, sto je 
kontradikcija s izborom broja n. □ 

Definicija 1.13. Broj £ G K koji je najveca minoranta nepraznog odozdo 
omedenog skupa S'd nazivamo infimum skupa S i pisemo £ = inf S. 

I = inf S je karakteriziran slijedecim svojstvima: 

(i.) Vx G S, £ < x. 

(ii.) Va G M, a > £, 3x G S, x < a. 

(■ a.) 1 \/e > 0, 3x E S, x < £ + e. 

Infimum koji je u skupu nazivamo minimum, tj. ako je l = inf S G S 
onda je £ = min S. 

Teorem 1.7. Neka je S C M, S ^ 0, odozdo ogranicen skup. Tada postoji 
£ — inf 5 gR. 

Dokaz: Neka je S- = {— x ; x G S}. Skup S je odozdo orneden u M, tj. 
postoji m G M tako da vrijedi Va; G S,m < x. Tada je V— a; G 5_, —x < —m, 
tj. skup S- je odozgo orneden u M. Prerna A 15. postoji L = sup ST G M, 
tj. V — x G S- , —x < I i Ve > 0, 3 - i G S_, 1 - e < —x. To mozemo 
napisati i na slijedeci nacin: Va; G S , —A < x i Ve > 0, 3a; G S, x < —L + e. 
To kazuje da je l = —L = inf S, tj. postoji infimum skupa S. □ 
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Zadatak 1.10. Neka je A C B C M i B ogranicen skup. Tada je sup A < 
sup B i inf A > inf B. 

Rjesenje: Svaka majoranta skupa B ujedno je i majoranta skupa A. Tako 
je i sup B majoranta za A. Posto je supremum od A najmanja majoranta 
sknpa A, to vrijedi sup A < sup B. Analogno, svaka minoranta skupa B 
ujedno je i minoranta skupa A, pa je infimum od B minoranta za A. Odatle 
za infimum skupa a kao najvecu minorantu od A vrijedi inf A > inf B. □ 

Aksiom A 15. karakterizira svojstvo potpunosti koje razlikuje polje M od 
polja Q. Slijedeci teorern opisuje to svojstvo na prihvatljiviji nacin. 

Teorem 1.8. (Cantorov 1 aksiom) Neka za svaki n G N imamo segmente 
[a n ,fe n ] C M takve da vrijedi [a n+ i,b n+1 ] C [a n ,b n ], Vn G N. Tada postoji 
i6l takav da je x G [a n , b n ], Vn G N. 

Dokaz: Oznacimo s A = {a n ;n G N} i B = {b n \n G N}. Skupovi A 
i B su ograniceni (odozdo s a\ i odozgo s &i) pa postoje sup A i inf B. 
Zclimo pokazati da vrijedi [sup A, inf B] C [a n ,b n ], Vn G N. Za sve n G N 
ocigledno vrijedi a n < b n , a n < a n+ 1 i b n+ \ < b n . Dokazimo da vrijedi 
Vn, m G N, a n < b m . Ako je n = m onda je to jasno. Ako je n < m, onda 
n<n+l<---<m — l<m povlaci a n < ■ ■ ■ < a m < b m , tj. a n < b m . 
analogno vrijedi za m < n. Odatle zakljucujemo Vn G N je a n donja meda 
za skup B, dakle, Vn G N, a n < inf B. Sada je inf B gornja meda za skup A, 
pa vrijedi sup A < inf B. □ 

Napomena 1.1. Druga moguca aksiomatika polja R se dobije ako aksiom 
A 15. zamijenimo s Arhimedovim aksiomom (teorem 1.6) i Cantorovim ak- 
siomom (teorem 1.8). 

1.3.3 Eksponencijalna funkcija na R (I.) 

U ovoj tocki cemo prosiriti eksponencijalnu funkciju do skupa M i tako se 
uvjeriti da je teorem 1.5. istinit. 

Zadatak 1.11. Neka su A,BcR odozgo ograniceni neprazni skupovi. Tada 
je skup A + B = {x + y ] x G A, y G B} odozgo ogranicen i vrijedi sup(A + 
B) = sup A + sup B. 

1 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (Saint Petersburg [Rusija], 3. ozujak 1845. 
- Halle, 6. sijecanj 1918.) njemacki matematicar 
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Rjesenje: Zbog x < sup A, Vx G A, i y < sup B, Vy G B, vrijedi x + y < 
sup A + sup B, Vx G A, Vy G B, tj. sup A + sup B je gornja meda skupa 
A + B. 

Neka je £ > 0 odabran po volji. Postoje x G A i y 6 B takvi da je 
sup A — | < x i sup B — | < y. Tada je x + y > sup A — | + sup R — | = 
sup A + sup R — £, tj. sup A + sup B — e nije gornja meda skupa A + B. q 

Zadatak 1.12. Neka su A,B C (0, +oc) odozgo ograniceni neprazni sku- 
povi. Tada je skup AB = {xy ; x G A, y G R} odozgo ogranicen i vrijedi 
sup(AR) = sup A sup B. 

Rjesenje: Zbog x < sup A, Vx G A, i y < sup B, Vy G B, vrijedi xy < 
sup A sup B , Vx G A, Vy G B, tj. sup A sup B je gornja meda skupa AB. 
Neka je 0 < £ < ( su p a + su p b ) odabran po volji i neka je 0 < £ 0 < 

sup.4+sup£; _^(hup U+supB) 2 Postoje x G A i y G B takvi da je sup A— e 0 < 

x i sup B — £o < y. Tada je xy > (sup A — £ 0 )(sup B — e 0 ) = £q — (sup A + 
sup B)c 0 + sup A sup B > sup A sup B — e. Dakle, sup A sup B — e nije gornja 
meda. Zato sto je £ > 0 odabran po volji, vrijedi sup(AB) = sup A sup B. q 

Sada eksponencijalnu funkciju prosirujemo do funkcije / : M — >■ (0, +oo). 
Za o > 1 i x G K definiramo /(x) = sup{a 9 ; q G Q ,q < x}. Zbog zadatka 
1.12. imarno 


fi x )f(y) = sup {a 9 ; q G Q, q < x} sup {a 9 '; q' G Q, q' < y} = 

= sup{a 9+9 '; q, q' G Q, q < x, q' < y} = 

= sup{a 9+9 '; q, q' G Q, q + q' < x + y} = /(x + y). 


1.4 Ekvipotentni skupovi, prebrojivost 

Ako imarno dva skupa A i B s konacnim brojern elcmenata, teorijski je lako 
ustanoviti imaju li oni jednak broj elemenata. Naime, provodimo slijedeci 
postupak: uzmimo element skupa A i element skupa B, sparimo ill. Nasta- 
vimo li tako sparivati nesparene elemente skupa A s nesparenim elcmentima 
skupa B , nakon konacno koraka doci cemo do jedne od slijedecih situacija: 

1. Niti u skupu A, niti u skupu B nema nesparenih elcmenata. 

2. U skupu B nema nesparenih elemenata. 
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3. U skupu A nema nesparenih elemenata. 

U slucaju 1. konstruirali smo obostrano jednoznacno preslikavanje sa skupa 
A na skup B (bijekciju) i jasno je da skupovi A i B imaju jednak broj 
elemenata. U slucaju 2. konstruirali smo injekciju sa skupa B u skup A i 
jasno je da skup A ima vise elemenata od skupa B. U slucaju 3. konstruirali 
smo injekciju sa skupa A u skup B i jasno je da skup B ima vise elemenata 
od skupa A. Ovo je motivacija za slijedecu definiciju i u slucaju kada skupovi 
nemaju konacan broj elemenata. 

Definicija 1.14. Za sknpove A i B kazemo da imaju jednak broj elemenata, 
tj. da su jednakobrojni ili ekvipotentni ako postoji bijekeija / : A — >■ B. 
Tada jos kazemo da A i B imaju jednak kardinalni broj i piserno k(A) = k(B) 
ili A ~ B. 

Ako postoji injekeija / : A — >■ B onda kazemo da A ima manje ili jednako 
elemenata od B , tj. k(A) < k(B). 

Zadatak 1.13. Pokazite da je ekvipotentnost relacija ekvivalencije, tj. da 
vrijedi 

(i) A ~ A, 

(ii) (A ~ B ) =>- (B ~ A), 

(Hi) (A ~ B ) A ( B ~ C) =>• (A ~ C). 

Rjesenje: 

(i) Identiteta %a '■ A — * A je bijekeija, 

(ii) f : A —¥ B bijekeija (/ _1 : B — » A) bijekeija, 

(in) f:A^BAg:B^C bijekeije g o f : A — > C ]e bijekeija. □ 

Slijedeci teorern u konkretnim situaeijama bitno olaksava utvrdivanje ek- 
vipotentnosti skupova, a navodimo ga bez dokaza. 

Teorem 1.9 (Cantor- Bernstein 1 ). Ako postoje injekeije f : A — > B i g : 
B — y A, onda je A ~ B, odnosno 

((k(A) < k(B)) A (k(B) < k(A))) => (k(A) = k(B)). 

1 Sergej Natanovic Bernstein (Odessa, 5. ozujak 1880. - Moskva, 26. listopad 1968.) 

ukraj inski matematicar 
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Dokaz teorema mozete naci u dodatku B.8. na stranici 205. 

Primijetimo da prethodni teorem govori o antisimetricnosti uredaja medu 
kardinalnim brojevima. 

Definicija 1.15. Kazemo da je beskonacan skup S prebrojiv ako je ekvi- 
potentan skupu prirodnih brojeva N. U suprotnom slucaju kazemo da je taj 
skup neprebrojiv. 

Zadatak 1.14. Pokazite da vrijedi 

1. N ~ 2N. 

2. N~2N + 1. 

3. N ~ Z. 

4. Va, b, c, d G M, a < b, c < d, je (a, b) ~ (c, d) i [a, b] ~ [c, d\. 

5. Va, b G R, a < b, je [a, b] ~ (a, b). 

6. Va, b G M, a < b, je M ~ (a, b). 

7. N ~ N x N. 

Rjesenje: 

1. Preslikavanje n i— > 2 n, Vn G N, je bijekcija. 

2. Preslikavanje n i-> 2n + 1, Vn G N, je bijekcija. 

3. Preslikavanje / : N — * Z definirano s /( 1) = 0 i f(2n) = n, /(2n + l) = 
— n, Vn G N je bijekcija. 

4. / : (a, 5) — >■ (c, d) definirano s f(x) = %Er{ x — a) + c je bijekcija. 

5. Identiteta je injekcija s (a, b) u [a,b]. Po 4. postoji bijekcija s [a,b] na 

bilo koji segment u (a, b), npr. na Tada je to injekcija s 

[a, b] u (a,b). Sada po teoremn 1.9 slijedi tvrdnja. 


6. Tg 1 : M — * (a, b) je bijekcija. 
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7. Konstruiramo preslikavanje / : N x N — > 
N kako je graficki prikazano na slici desno. 
Svakom uredenom paru prirodnih brojeva 
jednoznacno je odreden poredak na putanji 
oznacenoj na slici. Funkcija / je definirana 
formulom: 


f((m, n)) = 


m + n — 1 
2 

m + n — 1 
2 


+ n; m + n — 1 neparan 
+ m; m + n — 1 paran 



0 1 2 3 4 m 


Propozicija 1.3. Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv. 


Dokaz: Skup Q = ; n G N, m G Z, su relativno prosti}, pa postoji 

injekcija sa Q u N x N. Nadalje, komponiramo tu injekciju s bijekcijom sa 
N x N na N iz zadatka 1.14. i dobijemo injekciju s Q u N. S duge strane 
identiteta je injekcija sNuQ, pa po teoremu 1.9. imamo Q N. n 


Propozicija 1.4. Neprazan podskup prebrojivog skupa je konacan Hi prebro- 
jiv. 

Dokaz: Neka je A ~ N, / : A — » N bijekcija, i B C A. Ako je B konacan 
onda je tvrdnja ocita. Ako B nije konacan, onda je identiteta i : B — >■ A, 
i(x) = x, \/x G B , injekcija s B u A. Tada je / o i : B — > N injekcija. 
Konstruirajmo injekciju g : N — > B na slijedeci nacin: 

Uzmimo bilo koji b G B i stavimo g( 1) = b. Pretpostavimo da smo za neki 
n G N definirali g{k) = bkEB,l<k<n, gdje su svi bi,...,b n razliciti. 
Posto skup B nije konacan, to postoji b n+ 1 e B takav da je b n+ i ^ 

1 < k < n, pa stavimo g(n + 1) = b n+ 1 . Takvim postupkom definiramo g(n), 
Vn G N, a funkcija g je po konstrukciji injekcija. Po teoremu 1.9. slijedi 
B ~ N. □ 

Teorem 1.10. Neka su a, b G M, a < b. Segment [a, b] C M je neprebrojiv 
skup. 

Dokaz: Kada bi vrijedilo suprotno, tj. da je [a, b] prebrojiv, postojala bi 
bijekcija / : N — » [a, b] takva da je [a, b] = TZ(f) = {/(n);n G N}. Stavimo 
di = a, bi = b. Ako je /( 1 ) < 0-1 ^ 6l stavimo a -2 = ai ^ 3j>1 i 62 = &i, a u 
slucaju /( 1) > ai ^ &1 stavimo a 2 = ai i b 2 = 3ai + bl . U oba slucaja vrijedi 
/( 1) ^ [a 2 ,fe 2 ] i [ 02 , 62 ] C [ai, 6 i]. Na isti nacin, zamjenom a\ -H- a 2 i 61 -H- 6 2 , 
nademo /( 2) itd. Na taj nacin dobivamo segmente [a n , 6 n ], Vn G N, sa svoj- 
stvom [a n , 6 n ] D [a n+ i, 6 n+ i] i f(n) [a n+ i, 6 n+ i], Vn G N. Po teoremu 1.8. o 
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potpunosti skupa M postoji x G [a, b] tako da je x G [a n ,b n ], Vn G N. Zbog 
pretpostavke o bijektivnosti funkcije / : N — * [a, 6], postoji m G N tako da je 
x = f(m). No, po konstrukciji vrijedi f(m) ^ [a m+ i,fe m+ i], sto je kontradik- 
cija s izborom tocke x. □ 


Korolar 1.2. Skup realnih brojeva M je neprebrojiv. 

Dokaz: Kada bi M bio prebrojiv, tada bi po propoziciji 1.4. i segment 
[a, 6] C M bio prebrojiv, a to se kosi s tvrdnjom teorema 1.10. □ 
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2 Nizovi 


2.1 Niz i podniz 

Funkciju a : N — > S zovemo niz u S. U ovom slucaju odstupamo od 
uobicajenog nacina oznacavanja funkcijskih vrijednosti, pa za n G N pisemo 
a(n) = a n i nazivamo n-tim clanom niza. Uobicajena oznaka za niz je (a n ) nS N 
ili (a n ) n ili samo (a n ). Kodomena niza moze biti bilo koji neprazan skup. 
Nas ce najvise zanimati slucajevi kada je taj skup K, C, ili skup realnih ili 
kompleksnih funkcija. 

Evo nekoliko primjera nizova: 

1. Niz ( a n ) n s a„ = Vn G N, je niz u M. 

2. Niz (a n ) n s a n — n + 1 , Vn G N, je niz u C. 

3. Niz ( a n ) n je niz realnih funkcija, gdje je Vn G N, a n : M — > M funkcija 
definirana s a n (x ) = sin nx, \/x G M. 

Kao i kod drugih funkcija, monotonost je vazno svojstvo koje niz moze 
zadovoljavati. Za to je neophodno da je niz u skupu na kojem je definiran 
uredaj . 

Definicija 2.1. Neka je ( a n ) n u M. 

Niz ( a n ) n je rastuci ako V n G N, a n < a n+ \. 

Niz ( a n ) n je strogo rastuci ako V n G N, a n < a n+ 

Niz ( a n ) n je padajuci ako V n G N, a n > a n+ \. 

Niz ( a n ) n je strogo padajuci ako V n G N, a n > a n+ \. 
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Pokazimo da je ta definicija, iako se cini slabijom, ekvivalentna s defini- 
cijom monotonosti niz kao funkcije. Naime, niza kao funkcija je rastuci ako 
vrijedi: V n, m G N, (n < m) =>■ (a n < a m ). Jasno je da iz toga slijedi da 
je niz rastuci u smislu definicije 2.1. Dokazimo da vrijedi obrat. Neka su 
n, m G N takvi da je n < m. Tada je n < n + 1 < • • • < m — 1 < m pa iz 
definicije 2.1. slijedi a n < a n+1 < ■ ■ ■ < a m _i < a m , tj. a n < a m . 

Definicija 2.2. Za niz b : N — > S kazemo da je podniz niza a : N — » S, ako 
postoji strogo rastuci niz p : N — > N u N takav da je b = a o p. 

U oznakama (b n ) n i (a n ) n za nizove pisali bismo b n = b{n) = (aop)(n) = 
a\p{n)\ = a p (n) = d Pn . Vazno je uociti da podniz nekog niza dobijemo tako da 
izbacimo neke clanove polaznog niza, a preostali clanovi zadrzavaju prijasnji 
medusobni poredak. 

Zadatak 2.1. Neka je (p n ) n strogo rastuci niz u N. Tada vrijedi V n G N, 
n < p n . 

Rjesenje: Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom. Jasno je da vri- 
jedi 1 < pi tako da imamo bazu indukcije. Pretpostavimo da za n G N vrijedi 
n < p n . Tad je p n+ i > p n > n, tj. p n+ 1 > n, pa mora biti p n+1 > n + 1. □ 


2.2 Limes niza u M 

Intuitivno poimanje konvergencije ili tezenja clanova niza (a n ) n ulk nekom 
broju a G M sastoji se u tome da je ”puno” clanova niza po volji blizu broju a, 
a sarno ”malen” broj clanova daleko. U situaciji kada radimo s beskonacnim 
(prebrojivim) skupom, onda je prihvatljivo pod ”puno” shvacati beskonacno 
mnogo clanova, a pod ”malo” sarno konacno njili. U tom smislu fraza ’’gotovo 
svi clanovi” znaci ”svi clanovi osim eventualno njili konacno mnogo”. Dakle, 
mozemo reci da niz (a n ) n konvergira ili tezi broju a ako su gotovo svi clanovi 
po volji blizu broju a. 

Prethodna definicija se realizira u skupu R tako da blizinu realnih brojeva 
mjerimo pomocu razdaljinske funkcije d(x,y ) = \x — y\. Ako je zadan £ > 0, 
onda brojevi x koji su od a udaljeni za manje od £ zadovoljavaju \x — a\ < e, 
tj. oni se nalaze u intervalu (a — £,a + e). Pojam konvergencije u R ima 
slijedeci oblik: 

Definicija 2.3. Niz realnih brojeva (a n ) n konvergira ili tezi k realnom broju 
a G R ako svaki otvoreni interval polumjera £ oko tocke a sadrzi gotovo sve 
clanove niza, tj. 

(V£ > 0), (3 n e G N), (Vn G N), ((n > n e ) => (| a n - a\ < e)). 


( 2 . 1 ) 


2.2. LIMES NIZA U R 
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Tada a zovemo granicna vrijednost ili limes niza (a n ) n i pisemo a = 
lim a n ili a = lim n a n . 

n — >oo 


3 — £ 3 3 + € 


ai 


3-4 &6 a 5 a 3 a 2 


Ako niz ne konvergira onda kazemo da on divergira. 

Jedan slucaj divergencije niza mozemo podvesti pod pojam konvergencije. 
U tu svrhu definiramo okoline od +oo kao intervale oblika (E, +oo), gdje je 
E > 0. 

Definicija 2.4. Kazemo da niz (a n ) n u R konvergira k +oo ako svaka okolina 
od +oo sadrzi gotovo sve clanove niza, tj. 

(VA > 0), (3n e G N), (Vn G N), ((n > n £ ) =► (a n > E)). (2.2) 

U tom slucaju govorimo o konvergenciji niza (a n ) n uR = [— oo, +oo] i pisemo 
lim a n = +cxd. Analogno mozemo definirati lim a n = —oo. 

oo n— > oo 


Provjeravanje da li definicija 2.3 vrijedi za neki konkretan niz i konkretan 
limes sastoji se u tome da se za po volji zadani e > 0 pronade ili barem dokaze 
postojanje prirodnog broja n £ takvog da svi clanovi s indeksima vecim od n £ 
leze u intervalu (o — e, a + e). 

Primjer 2.1. Pokazimo da niz ( ) n konvergira i lim n - = 0. 

Uzmimo e > 0 po volji. Iz Arhimedovog aksioma u teoremu (1.6) slijedi 
postojanje rn G N tako da vrijedi me > 1. Sada za n > m vrijedi ne > me > 
1. Dakle n £ = m je trazeno rjesenje. Naime, V n G N, 


(n > n e ) {ne > n £ e >!)=>• 



< £. 


Teorem 2.1. 


1. Konvergentan niz u R ima samo jednu granicnu vrijednost. 

2. Konvergentan niz u R je ogranicen. 

Dokaz: 1. Pretpostavimo da konvergentan niz (a n ) n ima dvije granicne 
vrijednosti a, b G R, a ^ b. Tada bi za £ = \a — b\ >0 zbog (2.1) postojali 
n a , nb G N takvi da vrijedi 

£ £ 

{n > n a ) (\a n - a\ < -) i (n > n b ) => (|a n - b\ < -). 
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Sada za n e = max{n a , rif,} imamo 

( n > n e ) => (|a - b\ < \a - a n \ + \a n - b\ < | | = £ = \a - 6|), 

sto je ocita neistina. Dakle, limes mora biti jedinstven. 

2. U definiciji (2.1) uzmimo £ = 1, pa postoji n £ 6N tako da (n > n e ) 

(| a n — a| < 1). Sada za n > n £ imamo |a n | < | a n — a| + |a| < 1 + |a|. Neka 
je M = max{|ai|, . . . , |a„ £ |, 1 + |a|}. Tada vrijedi V n e N, |a n | < M, tj. niz 
je ogranicen. □ 


Primjer 2.2. Sama ogranicenost nije dovoljna za konvergenciju niza. Niz 
definiran s a n = (— l) n , Vn G N, je ocigledno ogranicen, ali niti jedan realan 
broj nije mu granicna vrijednost. Naime, za 0 < £ < ^ i bilo koji a G R izvan 
otvorenog intervala (a — e, a + e) uvijek se nalazi beskonacno clanova niza. 
Dakle, taj interval ne sadrzi gotovo sve clanove niza. 

Za ocekivati je da podnizovi niza nasljeduju dobra svojstva originalnog 
niza. 

Teorem 2.2. Svaki podniz konvergentnog niza u M i sam je konvergentan i 
ima istu granicnu vrijednost kao i niz. 

Dokaz: Neka je (a n ) n konvergentan niz u M, a — lim^a^, i neka je ( a Pn ) n 
bilo koji njegov podniz. Uzmimo bilo koji £ > 0. Tada iz a = lim n a„ i (2.1) 
postoji n E G N takav da (n > n e ) (|a n — a| < e). Zbog toga sto je niz 
(p n )n strogo rastuci niz u N i zadatka 2.1. imamo Vn G N, p n > n. Odatle 
slijedi 

(Vn G N), (n > n e ) ^ (p n > n e ) ^ (| a Pn - a\ < e), 
dakle, a = lim n a Pn . □ 

Od interesa je naci jednostavno provjerive dovoljne uvjete za konvergen- 
ciju niza. 

Teorem 2.3. Svaki ogranicen i monoton niz u R je konvergentan. 

Dokaz: Neka je niz (a n ) n rastuci, tj. Vn G N, a n < a n+ \. Ogranicenost 
rastuceg niza znaci ogranicenost skupa A = {a n ; n G N} odozgo, pa postoji 
a = sup A G R. Iz definicije supremuma skupa A imamo: 

1. Vn G N, a n < a, 

2. Ve > 0, 3 n £ G N, a — e < a ne . 


2.3. OPERACIJE S KONVERGENTNIM NIZOVIMA 
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Iz 1. i 2. i rasta niza (a n ) n imamo Ve > 0, 3 n e G N, V n G N, 

(n > n £ ) (a — e < a ne <a n <a<a + e)=$- (|a. 

Dakle, lim a n = sup{a n ; n G N}. 

n— > oo 

lim a n = inf{a n ; n G N}. 

n— >-oo 

Primjer 2.3. Monotonost nije nuzna za konvergenciju niza. Npr. niz 
konvergira k 0, a nije monoton. 


Na desnoj slici prikazan je od- 
nos svojstava monotonosti (M) i 
ogranicenosti (O) nizova u od- 
nosu na konvergentne (K) nizove 
u M. 


— a | < e). 

Analogno se za padajuci niz pokaze 

□ 

(-i) n 



2.3 Operacije s konvergentnim nizovima 

Za nizove u M kao funkcije s vrijednostima u M mozemo definirati sve opera- 
cije po tockama. U slucaju nizova to znaci da je suma (razlika) nizova (a n ) n 
i (b n ) n niz oblika (a n ± b n ) n , tj. (a n ) n ± (b n ) n = (a n ± b n ) n . Isto tako je 
produkt nizova (a n ) n i (b n ) n niz oblika (a n ■ b n ) n , tj. (a n ) n ■ (b n ) n = (a n ■ b n ) n . 
Specijalno, za A G K je A (a n ) n = (A a n ) n , pa je skup nizova vektorski prostor 
(algebra). Sada cemo prouciti kako se limes ponasa kod navedenih operacija 
s nizovima. 

Teorem 2.4. Neka su (a n ) n i ( b n ) n konvergentni nizovi u M. Tada vrijedi: 

1. Niz ( a n ± b n ) n je konvergentan i lim (a n ± b n ) = lim a n ± lim b n . 

n— >• oo n— >-oo n— >• oo 

2. Niz ( a n ■ b n ) n je konvergentan i lim (a n ■ b n ) = lim a n ■ lim b n . 

n— >• oo n— > oo n— >■ oo 

3. Ako je'in G N, / 0, i lim b n ^ 0, ondaje i niz ( — ) konvergentan 

\ h nJ n 

i lim ( ^ n ^ et n 

n— ^°° \ b n ) linin^oo b n 

4. Niz (|a n |) n je konvergentan i lim \a n \ = | lim a n |. 

n— >■ oo n— » oo 
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Dokaz: Neka su lim a n = a i lim b n = b. 

n— >-oo n— >oo 

1. Za £ > 0 zbog (2.1) postoje rii,n 2 G N takvi da vrijedi Vn G N, 

(n > ni) =>■ (|a„ - a| < |) i (n > n 2 ) => (|6 n - &| < |)- 

Sada za n £ = max{n 1 ,?j 2 } imamo 

(n > n e ) => (\a n + b n - (a + b)\ < \a n — a\ + \b n - b\ < e). 

2. Prije svega, zbog toga sto je konvergentan, niz (a n ) n je ogranicen, tj. 
postoji M > 0 takav da Vn G N, \a n \ < M. Sada za £ > 0 zbog (2.1) postoje 
n i, n 2 G N takvi da vrijedi Vn G N, 

£ £ 

(n > ni) =>■ (|a n - a| < — , ,,, ) i (n > n 2 ) =>■ (|& n - &| < 


M+|6|' v Vl 1 M+|6|'' 

Sada za n £ = max{ni,n 2 } imamo 

(n > n e ) => (|a n 6 n - a&| < |a„||6 n - 6|| + \a n - a||6| < e). 

3. Pokazimo da vrijedi lim — — Za £ = -rr > 0 imamo no G N tako da 

n—>oo b n 0 Z 

Vn e N, 


(n > n 0 ) =>• (| b n - b\ < y) => (|6 n | > y) =4 

Sada za £ > 0 postoji ni G N tako da Vn G N vrijedi 

£| 6| 2 

(n>n 1 )=>(|6 B -6|< JJ-). 
Uzmimo n £ = max{no,ni}, pa Vn G N imamo 


\b n \ < | by- 


in > n e ) => ( 


b n b 


\b n — b\ 2\b n — b\ 

< — 1 < £). 


| K 


1 61 s 


Odatlc pomocu 2. slijedi 3. 

4. Tvrdnja slijedi jednostavno pomocu nejednakosti (1.17), 
(n > n £ ) =>■ llaJ — lall < |a„ — a| < e. 


□ 


2.3. OPERACIJE S KONVERGENTNIM NIZOVIMA 


49 


Korolar 2.1. Neka su lim a n = a i lim b n = b. Tadaje za bilo koje A, fi G M 

n— >■ oo ti— >- oo 

niz (A a n + /ib n ) n konvergentan i lim (A a n + fib n ) = A a + fib. 

n— >• oo 

Dokaz: Za bilo koji A G M uzmimo konstantni niz b n = A, Vn G N. Tada iz 
teorema 2.4 2. slijedi lim A a n = A a. Odatle i iz aditivnosti limesa imamo 

n— >■ oo 

linearnost. □ 

Napomena 2.1. Skup svih konvergentnih nizova u M je vektorski prostor 
(algebra). 

Osim operacija na skupu M imamo zadan uredaj <. Konvergencija nizova 
je u skladu s tim nredajem. 

Teorem 2.5 (teorem o sendvicu). Neka su ( a n ) n i ( b n ) n konvergentni nizovi 
u M. 

1. Ako je V n G N, a n < b n , onda je lim a n < lim b n . 

n— >-oo ti— >■ oo 

2. Ako je ( c n ) n niz za kojeg vrijedi V n G N, a n < c n < b n i lim a n = 

n — yoo 

lim b n = c, onda je (c n ) n konvergentan i lim c n = c. 

n— >• oo n — ^oo 

Dokaz: 1. Neka je niz ( c n ) n konvergentan i takav da vrijedi Vn G N, c n > 0. 
Tada je lim c n = c> 0. Kada bi bilo c < 0, onda bi u okolini (c — c + ^) 

71— >-00 Z Z 

bili gotovo svi clanovi niza, sto nije mognce zbog c + ^ < 0. 

Sada za c n = b n — a n , Vn G N, i teorema 2.4. 1. slijedi tvrdnja. 

2. Za £ > 0 zbog (2.1) postoje ni,n 2 G N takvi da vrijedi Vn G N, 

( n > rii) (|a n — c\ < e) i (n > n 2 ) =>■ (| b n — c\ < e). 

Sada za n e = max{ni, n 2 } imamo 

in > n £ ) => (c - £ < a n < c n < b n < c + e) (|c n - c| < e). 


□ 


2.3.1 Primjeri konvergentnih nizova 

Propozicija 2.1. Neka je b > 0 realan broj. Tada postoji a > 0 takav da je 
b = a 2 , tj. a = Vb (surjektivnost kvadratne funkcije). 
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Dokaz: Pretpostavimo da je b > 1. Neka je niz (x n ) n definiran rekurzijom 
x n = \ (xn-i + — — J , V n e N, (2.3) 

2 V x n-lJ 

uz pocetnu vrijednost x 0 = b > 1. Dokazimo indukcijom da je niz (x n ) n 
padajuci i odozdo omeden s 1. 

Prvo uocimo da iz (2.3) imamo 

x l~b = {x n x n _i) 2 , (VneN), (2.4) 

x n -x n _i = (VneN). (2.5) 

Baza indukcije slijedi iz | (6 + 1) < b — x 0 i x\ > 1. Pretpostavimo 
da vrijedi 1 < Xk < Xk-i, k — 1, . . . , n — 1. Sada iz (2.4) imamo x 2 l _ l — b > 0, 
a onda iz (2.5) slijedi x n — x n _i < 0. Iz (2.3) i 0 < (x n _i — 1) 2 + &— 1, Vn e N, 
slijedi x n > 1. Dakle, postoji a = lim n x n . Iz (2.3) imamo a = \ (a + ^), 
odakle slijedi b = a 2 . 

Za 0 < b < 1 imamo | > 1, pa postoji c > 1, | = c 2 . Sada je za a — - 
imamo tvrdnju. □ 


Primjer 2.4. Vrijedi lim Vn=l. 

n— >■ oo 

Za bilo koji e > 0 po binomnom teoremu imamo: 

(1 + e) = 1 + ne H — - e 2 + f- e > n — - — e 2 . 

Uzmimo n £ e N za koji vrijedi (n e — l)e 2 > 2. Tada vrijedi 

(n > n e ) =>- (1 + £) > n — - — e > n — - — e > n, 

odnosno 

(n > n E ) =>• 1 < n < (1 + e) n . 

Zbog strogog rasta funkcije x H >■ tfx na (0, +oo) slijedi 

(n > n e ) =>• 1 < \fn < 1 + e. □ 

Primjer 2.5. Za a > 0 vrijedi lim \fa = 1. 
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U slncajn 1 < a je 1 < a < n za gotovo sve n G N, odakle inmmo 
1 < y/a < </n za gotovo sve n G N. Sada tvrdnja slijedi iz teorema 2.5. 2. 
Ako je a < 1 onda je 1 > 1, pa je 


lim \fa 

n^f-oo 



l. 


□ 


/ x\ n n l 

Primjer 2.6. Nizovi a n = ( 1 H — ) , Vn G N, i b n — , Vn G N, su 

V n ) ' re! 

v 7 fc =0 

konvergentni i imaju isti limes. 

Niz ( b n ) n je ocigledno strogo rastuci. Pokazimo da vrijedi b n < 3, Vn G N. 
Vrijedi 


b n + 1 — 1+TT+ 


1! V 2! 


+ ••• + 


(n + 1)! 


If 1 

— 2+- ( 1 + - + b / v 

3 (n + 1) ■ ■ • 3 


< 


<2 + 


11 1 \ l, f 

1 + - + + • • • + = 2 + -(6 n - 1 , 

2 3-2 n • ■ ■ 2 / 2 V 


tj. imamo rekurziju 5 n+ i < 2 + |(6 n — 1), Vn G N. Odatle indukcijom slijedi 
tvrdnja. Naime, bi = 2 < 3, i Vn G N, b n < 3 =>■ fe n+ i < 2 + |(6 n — 1) < 
2 + 1(3 — 1) = 3. Dakle, niz (b n ) n je konvergentan. 

Sada primjenom binomne formule na niz (a n ) n imamo 


_ A fn\ 1 _ A n(n — 1) • • • (n — fc + 1) 

n \k ) n k k\n k 

k = o v 7 k = o 




k = 0 


fc! 


n 


, fc — 1\ 1 

’ < S jfei “ K 

k = 0 


n 


p p 

pa je i niz (a n ) n odozgo ogranicen. Zbog 1 >1 , za 0 < p < n, 

n + 1 n 

vrijedi 


®n+ 1 — 


±±( 1 ’ 


,/c=0 


fc! 


n + 1 


... 1 


k - 1 
n + 1 


+ 


(n + l) n+1 




sto kazuje da je i niz (a n ) n konvergentan. 

Sada za bilo koji cvrst pGNi svaki n > p imamo 


Q>n. ^ 


E 

k = 0 


k\ 


1 - 


n 


1 - 


fc- 1 


n 
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Prethodna nejednakost za n — » oo daje 


lim a n 

n— >oo 



b p , Vp g N. 


Odatle slijedi lim a n > lim b n . Zbog ranije pokazane nejednakosti a n < b n , 

n— >oo n— >oo 

Vn G N, imamo lim a n < lim b n , sto daje lim a n = lim b n = e ~ 


n— >■ oo n— > oo 


n— >■ oo n— >-oo 


2.71828182. 


2.3.2 Eksponencijalna funkcija na R (II.) 

U ovoj tocki definiramo eksponencijalnu funkciju exp : M — > (0, +oo) kao 
limes niza funkcija. 

U tu svrhu za svaki n G N definiramo fnnkcije f n : [0, +oo) — > (0, +oo) 
tako da vrijedi 

/ x\ n 

fn{x) = (1 + -J , Vx G [0, "Poo) . (2.6) 

Definicija 2.5. Kazemo da niz funkcija (f n ) n , gdje su f n : I — > M, / C M, 
konvergira obicno ili po tockama k funkciji /:/—)■ M na intervalu /, ako 
niz brojeva (f n (x)) n konvergira k f(x), Vx G I. 

Propozicija 2.2. Niz funkcija ( f n ) n , Qdje su f n : [0, +oo) — > (0,+oo) ; n G 
N, definirane s (2.6), konvergira na skupu [0,+oo). Funkcija f : [0, -Poo) — » 
(0, -poo) , / = lim f n , zadovoljava : 

oo 

1- /( o) = i, 

2- /(l)=e, 

3- f(x + y) = f(x)f(y), Vx, y G [0, +oo) . 

Dokaz: Uzmimo x > 0 i pokazimo da je niz f n {x) n strogo rastuci i omeden. 
Vrijedi 


fn(x) = 

k = 0 




k - 1 


n 


x 


< 


< 




k = 0 


71+1 


1 - 


k ~ 1 

77 + 1 


x k + 


X 


n+1 


(77 + 1 ) 


n+1 


= fn+l(x), 


pa je (f n (x)) n strogo rastuci niz. Neka jemGN takav da je x < m. Tada je 
fn{x) < fn{m), Vn G N. Za podniz (f nm (m)) n strogo rastuceg niza (. f n {m)) n 
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imamo f nm (m) = f n ( l) m , Vn G N. Kako iz primjera 2.6. slijedi / n (l) < 3, 
Vn G N, imamo f n {+) < 3 m , Vn G N. Odatle slijedi konvergencija niza 
(fn(x))n, Vx G [0, +oo). 

Svojstvo 1. je jasno, a svojstvo 2. slijedi iz primjera 2.6. Za x,y > 0 
imamo 


i + 2) (i + * 

n/ V n 


x + y xy\ ( x + y 

1 + - + 4 > 1 + — - 

n n z J \ n 


Vrijedi 


„ x\ n A V' n 
1 H — ) ( 1 H — 
n / V n / 


1 + 


x + y 


n 


1 x + y a%/\ G x + y 

n n 2 / V n 




n z 


n— 1 


, fc =0 


E 1 + 


x + y xy_ 

n n 2 


n—l—k 


i + 


x + y 


n 


pa zbog prethodne nejednakosti imamo 


xy_( i x + y 
n \ n 


< 




- i + 


x + y 


< 


?L(i + x -X~ 1 (i+ y -\ 

n V nJ V nJ 


Sada iz prethodne nejednakosti za n — » oo dobijemo 


lim 

n— >• oo 


„ r\ n / n / a; + y 

1 H — ) ( 1 H — ) — ( 1 H 

n / V n / V n 


= 0, 


odakle slijedi svojstvo 3. □ 

Sada definiramo funkciju exp : M — > (0, +oo) na slijedeci nacin: 


exp (a?) 


f(x) ; x > 0, 

1 

77 r ; x < 0. 

f(~x) 


(2.7) 


Pokazimo da vrijedi exp(a; + y) — exp (x) exp (y), Vx,y G M. Ako su x i 
y istog predznaka, onda je jednakost jasna. Jedini interesantni slucajevi su 
x>0,?/<0,a: + |/>0ix>0,?/<0,i + |/>0. U prvorn slucaju imamo 
f(x) = f(x + y + (-y)) = f(x + y)f(-y), pa je exp(a; + y) = f(x + y) = 
f( x )jjpyj — exp (a;) exp(y), a drugi ide analogno. 
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2.4 Limes superior i limes inferior 

Lema 2.1. Svaki niz (a n ) n u M ima monoton podniz. 

Dokaz: Neka je A m = {a n ; n > m}. Promatramo dva slucaja: 

1. 3m G N tako da skup A m nema maksimum. 

2. Vm G N skup A m ima maksimum. 

1. slucaj: Bez smanjenja opcenitosti uzmimo da je m = 1, tj. vec Ai 
nema maksimum. To znaci da Vn G N 3k G N, k > n i a*, > a n . 

Pocnimo s n — 1 i medu svim k > 1 takvim da je > a\ uzmimo 
najmanji i oznacimo ga s pi, tj. a Pl > a\. Sada promatramo skup A Pl . Ovaj 
skup isto nema maksimum, jer kada bi ga irnao, onda bi i prethodni A\ irnao. 
Medu svim k > p\ takvim da je ak > a Pl uzmimo najmanji i oznacimo ga s 
p 2 , tj. a P2 > a pi , itd. Ovim postupkom dobivamo strogo rastuci niz (p n ) n u 
N takav da je a Pn < a Pn+1 , Vn G N, tj. podniz ( a Pn ) n je strogo rastuci. 

2. slucaj: Neka je b\ = max A 1 . Medu onirn k G N za koje je a*, = bi 

uzmimo najmanji i oznacimo ga s pi, tj. (j < Pi) => (oj < a pi ). Sada gle- 
damo A Pl+ \ i neka je b 2 = maxd Pl+ i. Jasno, b 2 < b\. Medu svim k > pi 
za koje je ak — b 2 uzmimo najmanji i oznacimo ga s p\. Jasno je da vrijedi 
a P2 < a pi , itd. Tim postupkom dobijemo strogo rastuci niz (p n ) n u N takav 
da je a Pn > a Pn+1 , Vn G N, tj. podniz (a Pn ) n je padajuci. □ 


Korolar 2.2. Za konacno nizova a^, a^ 2 \ . . . , a ^ postoji strogo rastuci niz 
p : N — > N takav da su svi podnizovi o p 1 a® op,..., a ^ o p monotoni. 

Dokaz: Iz leme 2.1. postoji strogo rastuci niz : N —$■ N takav da je 
ad) o gd) monoton podniz od ad). Sada gledamo podnizove ad) o gd) ;Cl ( 2 ) 0 
gd) ; . . . ; a) n ) o q d) od kojih je prvi monoton, a ostali ne moraju bit mono- 
toni. Sada po lemi 2.1. postoji strogo rastuci niz gd) ; pj — ^ N takav da je 
a ( 2 ) o gd) o g( 2 ) monoton podniz od ad) o gd). Zbog toga sto je podniz mo- 
notonog niza i sam monoton, medu podnizovima ad) o gd) 0 gd) ; a ( 2 ) 0 gd) 0 
gd), . . . , a ( ' Tl ) o gd) o gd) su prva dva monotona, a ostali ne moraju biti. Ovim 
postupkom u n koraka dolazimo do podnizova ad) o p, ad) op,..., a^ n ) o p, 
gdje je p = gd) o gd) o • • ■ o g) n ) , koji su svi monotoni. q 

U teoremu 2.1. i primjeru 2.2. smo vidjeli da je ogranicenost niza nuzna, 
ali ne i dovoljna za konvergenciju toga niza. Slijedeci teorern govori o tome 
sto se ipak moze zakljuciti iz ogranicenosti niza. 


2.4. LIMES SUPERIOR I LIMES INFERIOR 
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Teorem 2.6 (Weierstrass 1 ). Ogranicen niz u M ima konvergentan podniz. 

Dokaz: Pomocu leme 2.1. mozemo naci monoton podniz zadanog niza. 
Posto je niz ogranicen, onda je i svaki njegov podniz ogranicen. Sada za taj 
ogranicen i monoton podniz iz teorema 2.3. slijedi konvergencija. □ 

Definicija 2.6. Kazemo da je a G R gomiliste niza ( a n ) n realnih brojeva, 
ako postoji podniz ( a Pn ) n niza ( a n ) n takav da vrijedi lim a Pn = a. 

71— >-00 

Iz definicije slijedi da je a G M gomiliste niza ( a n ) n ako i samo ako Ve > 0 
okolina (a — e, a + e) sadrzi beskonacno clanova niza. 

Primjer 2.7. 

i. Svaki ograniceni niz ima barem jedno gomiliste u M. 

ii. Svaki konvergentan niz ima tocno jedno gomiliste, a to je granicna 
vrijednost. 

in. Niz iz primjera 2.2. ima tocno dva gomilista jer je (— l) 2n — > 1 i 
(— l) 2n_1 -1. 

iv. Skupovi N i Q su ekvipotentni, tj. postoji bijektivni niz r : N — > Q. 
Tada je M skup svih gomilista niza (r n ) n , tj. svaki realan broj je limes 
nekog niza racionalnih brojeva. 

v. Niz ( n) n nema niti jedno gomiliste u M. 

Definicija 2.7. Neka je ( a n ) n ogranicen niz realnih brojeva i A C R skup 
svili gomilista tog niza. 

Supremum skupa A zoverno limes superior niza (a n ) r , i oznacavamo 
s lim sup a n ili lim„a n , . 

n — ^oo 

Infimum skupa A zoverno limes inferior niza (a n ) n i oznacavamo s 
lim inf a n ili lim Tl a n , . 

n — ^oo 

Broj L G M je limes superior niza ( a n ) n ako i samo ako vrijedi: 

1. Ve > 0, je a n < L + e za gotovo sve clanove niza. 

2. Ve > 0, je L — £ < a n za beskonacno clanova niza. 

x Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, 31. listopad 1815. - Berlin, 19. 
veljaca 1897.) njemacki matematicar 
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Broj i G R je limes inferior niza (a n ) n ako i samo ako vrijedi: 

1. Ve > 0, j e £ — e < a n za gotovo sve clanove niza. 

2. Ve > 0, je a n < i + e za beskonacno clanova niza. 

Teorem 2.7. Ogranicen niz (a n ) n u R je konvergentan ako i samo ako je 


Dokaz: Ako je niz (a n ) n konvergentan, onda je po teoremu 2.2. svaki njegov 
podniz ima istu granicnu vrijednost kao i niz, pa je skup svih gomilista niza 
jednoclan. 

Obratno, ako vrijedi gornja jednakost, onda je skup svih gomilista jednoclan 
i neka je a njegov element. Tada Ve > 0, iz definicije limesa inferiora, gotovo 
svi clanovi niza su > a — e, a iz definicije limesa superiora, gotovo svi clanovi 
niza su < a + e, tj. gotovo svi clanovi su u intervalu (a — e, a + e). Dakle, 


2.5 Cauchyjev niz 

Sada navodimo nuzan i dovoljan uvjet za konvergenciju realnog niza koji u 
sebi ne upotrebljava pojam limesa. Dakle, pomocu njega mozemo ispitati 
konvergenciju niza a da nemamo kandidata za njegov limes. 

Definicija 2.8. Kazemo da je niz (a n ) n realnih brojeva Cauchyjev 1 ili fun- 
damentalan niz ako 

(Ve > 0)(3 n e 6 N)(Vn , m G N)((n , m > n £ ) (\a n — a m \ < e)). (2.8) 

Teorem 2.8. Niz u R je konvergentan ako i samo ako je Cauchyjev. 
Dokaz: Neka je (a n ) n konvergentan niz i a = lim„ a n , tj. 


Neka je n, m > n £ , pa imamo | a n — a m \ < \a n — a| + |a — a m \ < | + | = e, 
dakle uvjet (2.8) je nuzan. 

1 Augustin Louis Cauchy (Paris, 21. kolovoz 1789. - Sceaux-Paris, 23. svibanj 1857.) 
francuski matematicar 


lim inf a n = lim sup a n . 



a = lim a n . 


□ 



2.6. POLJE C, NIZOVI U C 
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Obratno, neka je (a n ) n Cauchyjev niz. Pokazimo da je taj niz ogranicen. 
Iz (2.8) za e = 1 imamo ri\ G N takav da Vrt, rn G N, (n,m > n\) =>■ 
(\a n — a m | < 1). Odatle za n > ri\ imamo \a n \ < \a n — a ni+ i| + |a ni+ i|. Sada 
je M = max{|ai|, . . . , |a ni |, 1 + |a ni+ i|} takav da vrijedi \a n \ < M, Vn G N. 

Po teoremu 2.6. ogranicen (a n ) n niz ima konvergentan podniz (a Pn ) n , tj. 
postoji a = lim n a Pn . Pokazimo da vrijedi a = lim n a n . Uzmirno e > 0 po 
volji. Iz konvergencije podniza ( a Pn ) n imamo «(gN takav da 

((n > n' £ ) => (\a Pn -a\ < |)). 

Zato sto je niz (a n ) n Cauchyjev imamo n" G N takav da 

£ 

(( n , m > n") => (\a n - a m \ < -)). 

Neka je n e = rna x{n' e , n"} pa za n > n e , zbog p n > n, slijedi 

£ £ 

| ®71 I®n ®Pn I "P \^Pn ^ - + - £■) 

tj. a — lim n a n . □ 

Cauchyjevo svojstvo je posebno vazno u opcenitijim strukturama od skupa 
R, gdje nismo u mogucnosti pomocu uredaja definirati pojam potpunosti 
skupa, kao u Aksiomu 15. Takav je npr. skup kompleksnih brojeva C o 
kojem govorimo u slijedecoj tocki. Tada se kaze da je skup potpun ako svaki 
Cauchyjev niz iz skupa konvergira u tom skupu. 

Napomena 2.2. Konstrukcija potpunog uredenog polja moguca je pomocu 
Cauchyjevih nizova, sto je pokazano u dodatku B.9. na str. 206. 

2.6 PoljeC, nizovi u C 

2.6.1 Polje kompleksnih brojeva C 

Neka je E x E Kartezijev produkt skupa R sa samim sobom. R x R je skup 
svih uredenih parova (a, b ) gdje su a,b G R. Sada na R x R dehniramo 
operacije zbrajanja i mnozenja. 

Neka je © : (R x R) x (R x R) — » (R x R) operacija zbrajanja dehniran s 
V(a, 5), (c, d) G R x R, (a, b) © (c, d) = (a + c, b + d) , (2.9) 

i neka je 0 : (R x R) x (R x R) — y (R x R) operacija mnozenja dehniran s 
V(a, b), (c, d) G R x R, (a, b) 0 (c, d) = (ac — bd, ad + be). (2-10) 
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U daljnjem tekstu cemo umjesto oznaka © i © koristiti iste oznake kao i za 
operacije u R, tj. + i s tim da je uvijek jasno kada su operacije s parovima 
realnih brojeva ili sa samim realnim brojevima. 

Skup 1x1 snabdjeven operacijom zbrajanja (2.9) i mnozenja (2.10) 
zovemo skup kompleksnih brojeva i oznacavamo s C. 

Teorem 2.9. Skup kompleksnih brojeva C je polje. 

Dokaz: Pokazimo da za skup C i operacije zbrajanja (2.9) i mnozenja (2.10) 
vrijede aksiomi A 1. do A 9. Aksiomi A 1. i A 4. slijede direktno iz istili 
aksioma za R i definicije operacije zbrajanja. Neutralni element za zbrajanje 
je par (0, 0), tj. (0, 0) + (a, b) = (0 + a, 0 + b) = (a + 0, b + 0) = (a, b ). Za bilo 
koji par (a, b) suprotni par — ( a,b ) = (—a,—b). Vrijedi (a, b) + (— a,—b ) = 

(a + (—a), b + (—6)) = (0, 0) i (—a, —b) + (a, b) = (—a + a, — b + b) = (0, 0). 

Asocijativnost i komutativnost mnozenja i distributivnost mnozenja na 
zbrajanje slijede direktnim racunom iz asocijativnosti i komutativnost mnozenja 
i zbrajanja na R, te distributivnosti mnozenja na zbrajanje u R. Jedinica 
ili neutralni element za mnozenje je par (1,0), tj. za svaki par (a, b) imamo 
(a, 6) (1, 0) = (al— 60, a0+61) = (a, 6) i (1, 0)(a, 6) = (la— 06, 16+0a) = (a, 6). 

Za svaki (a, 6) ^ (0, 0), tj. a 2 + b 2 ^ 0, definiramo 

^ = (a 2 + 6 2 ’ a 2 + 6 2 ) ' 


Vrijedi (a, 6) 


a — 6 ^ 

a 2 + 6 2 ’ a 2 + 6 2 y 


f aa — 6(— 6) a(— 6)+6a^ n 

V a 2 + 6 2 ’ a 2 + 6 2 ) = ( 

□ 


def 

Na C mozemo definirati uredaj ((a, 6) A (c, d)) — (a < c) A (6 < d). Taj 
uredaj je samo parcijalni uredaj, jer npr. (1,0) i(0, 1) nisu usporedivi. 

Uocimo podskup R' = {(x, 0); x G R} C C. Taj skup je zatvoren na ope- 
racije zbrajanja i mnozenja, tj. (a, 0) + (6, 0) = (a+6, 0) i (a, 0) (6, 0) = (a6, 0). 
U skupu R' vrijede aksiomi A 1. do A 9. Stovise, restrikcija relacija parcijal- 
nog uredaja na C daje na R' linearan uredaj koji je u skladu s operacijama 
zbrajanja i mnozenja. Tako je R' potpuno uredeno polje, dakle, mozemo 
ga izjednaciti s R. U tom smislu piserno (0, 0) = 0, (1, 0) = 1 i opcenito 
(a, 0) = a. 

Kompleksan broj (0, 1) zovemo imaginarna jedinica i oznacavamo ga s 
i = (0, 1). Tako za svaki kompleksan broj vrijedi (a, 6) = (a, 0) + (6, 0) (0, 1) pa 
piserno (a, 6) = a+bi. Tako vrijedi i 2 = (0, 1) (0, 1) = (—1, 0) = —(1, 0) = — 1, 
pa se operacije s kompleksnim brojevima svode na operacije s binomima. Ako 
je z = a + bi G C, onda je a = Rex; realm dio i 6 = Imx: imaginarni dio od 0 . 
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Za komleksni broj z = a+bi definiramo njegov konjugirani broj z = a — bi. 
Realni broj \z\ = Vo 2 + b 2 = \/vi zovemo modul kompleksnog broj a 0 . 
Vrijedi |Rez| = |a| < Vo? + b 2 = \z\ i |Imz| = \b\ < Vo? + b 2 = \z\. Za 
z, v G C vrijedi z + v = z + v, zv = ~zv i \zv\ = |z||v|. Takoder, za modul 
vrijedi nejednakost trokuta 

\z + v| < \z\ + |u|, V z, v G C. (2-11) 


Vrijedi 

\z + v\ 2 = (z + v)(z + v) = \z\ 2 + \v\ 2 + zv + zv = \z\ 2 + \v\ 2 + 2Re(zu) < 

< |z| 2 + H 2 + 2|Re(ziJ)| < |^| 2 + |u| 2 + 2\zv\ = (|z| + |u|) 2 . 

Odatle zbog rasta funkeije \f' na slijedi (2.11). □ 


2.6.2 Eksponencijalna funkeija na C 

Definiramo funkeiju / : C — > C na slijedeci nacin: 

f(x + iy ) = e x (cosy + isiny), V x, y G M. (2.12) 

Za y = 0 dobijemo f(x) = e x , V x, y G M, pa je / prosirenje eksponencijalne 
funkeije s M na C. Pokazimo da to prosirenje zadovoljava osnovnu funkcijsku 
jednakost koja karakterizira eksponencijalnu funkeiju. Za z = x + iy, z' = 
x' + iy', gdje su x, x', y, y' G M, imamo 

f(z)f(z') = f(x + iy)f(x' + iy 1 ) = e x (cos y + isiny)e x (cos y' + isiny') = 

= e x+x [cos y cos y' — sin y sin y + i(sin y cos y' + cos y sin y')\ = 

= e x+x ' [cos(y + y') + isin(y + y')\ = f(x + x' + i(y + y')) = f{z + z'). 

Iz (2.12) vidimo da vrijedi f(z) = f(z), Vz G C. Takoder, ako je f(x+iy) = 0 
onda zbog e x > 0 iz (2.12) slijedi cos y = sin y = 0, sto je nemoguce zbog 
(1.30). 

Dakle imamo funkeiju / : C — > C \ {0} koju oznacavamo s f(z) = e z , 
\/z G C. Sada mozemo kompleksnu eksponencijalnu funkeiju pisati u obliku 

e x+w = e x (cosy + isiny), V x,y G M. (2.13) 

Za x = 0 dobije se Eulerova formula 


e iy = cos y + i sin y, Vy Gt, 


(2.14) 
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iz koje slijedi veza trigonometrijskih funkcija i eksponencijalne funkcije 


sin y = 


cos y = 


e w _ e -w 

2 i : 
e iy + e -n/ 


Takoder, za svaki z 6 C mozemo definirati 

sin 2 = 
cos z = 
shz = 
chz = 


2i 

e iz + e -iz 

2 ^ 
e 2 — e -2 
2 ’ 
e 2 + e -2 


(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 
(2.19) 


Lako se vidi da vrijedi cos iz = chz, sin iz = ishz. 


2.6.3 Nizovi u C, limes niza u C 

Neka je (a n ) n niz u C , gdje je a n = a n +/3 n i, \/n e N. Tako imamo pridrnzena 
dva realna komponentna niza (a n ) n i (/3 n ) n . 

Im z 

Definicija 2.9. Niz kompleksnih brojeva (a n ) n 
konvergira ili tezi ka kompleksnom brojn a G C . 

ako svaki otvoreni krug polumjera e oko tocke a *• 

sadrzi gotovo sve clanove niza, tj. ! * j 

(Ve > 0), (3n e e N), (Vn E N), 

((n > n e ) ==> (| a n - a\ < e)). (2.20) 

Rt 

0 

Definicija limesa niza u C je forma.lno ista kao i u K, te je stoga za ocekivati 
da vrijede svojstva koja vrijede za konvergentne nizove u M. To se moze 
dokazati koristeci definicijn limesa (2.20). Mi cemo to uciniti tako sto cemo 
dokazati da konvergiraju komponentni nizovi (a n ) n i (/3 n ) n . 

Teorem 2.10. Neka je (a n ) n niz u C , gdje je a n = a n + f3 n i, Vn e N. Vrijedi 
lim n a n = a = a + f3i ako i samo ako je a = lim n a n i (3 = lim n f3 n . 

Dokaz: Ako je a = lim„ a n i a = a + (3i, onda vrijedi | a n — a n \ < \a n — a| i 
\Pn~ fd\ < \a n — a\, odakle odmah imamo a = lim„ a n i f3 — lim„ /3 n . Obratno, 
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neka je a = lim n a n i (5 = lim n /3 n . Zbog \a n — a\ = \/\a n — a n | 2 + \/3 n — (3 1 2 
slijedi a = lim n a n , gdje je a = a + /3i. □ 


Zato sto se operacije s kompleksnim nizovima svode na operacije s realnim 
komponentnim nizovima, sada je odmah jasno da i u kompleksnom slucaju 
vrijedi teorem 2.4. Za konvergentne nizove ( a n ) n , a n = a n + /3 n i, Vn 6 N i 
(K)n, K = 7„ + 5 n i, Vn G N, imamo 

lim(a n + b n ) = lim((a n + 7 „) + (/3 n + S n )i) = lim(a n + j n ) + lim (fi n + 5 n )i = 

n n n n 

= (lim a n + lim /3 n i) + (lim 7 n + lim S n i ) = lim a n + lim b n . 

n n n n n n 

Naravno, i za mnozenje imamo 


lim(a n 6 n ) = lim((a n 7 n - /3 n S n ) + ( aS n + f3 n ^)i = 

n n 


= (lim a n lim 7 n — lim f3 n lim S n ) + (lim a lim S n + lim 6 n lim 7 )i) = 

n n n n n n n n 

= (lim a n + lim f3 n i) (lim 7 n + lim 5 n i ) = lim a n lim b n . 

n n n n n n 

Takoder vrijedi i teorem 2.6. o ogranicenom nizu. Ako je komplcksni 
niz (a n ) n = ( a n + /3 n i) n ogranicen, onda su ograniceni njegovi komponentni 
nizovi. Sada pomocu korolara 2.2 imamo njihove monotone podnizove s istirn 
indeksima (a Pn ) n i (/ 3 Pn ) n , pa smo u mogncnosti konstrnirati konvergentan 
podniz (a Pn ) n = (a Pn + /3 p J) n kompleksnog niza (a n ) n . 

Primjer 2.8. Neka je a G C, |a| < 1. Tada je lim a n = 0. 

n— >00 


Zbog | a n — 0| = \a n \ — 0 = |a| n — 0 bez smanjenja opcenitosti mozemo 
uzeti 0 < a < 1. Tada vrijedi a n+1 < a n , Vn G N, tj. niz ( a n ) n je strogo 
padajuci. Po teoremn 2.3. lim a n = a = inf{a n ;n G N} > 0. Sada iz 

n^-oo 


Vn G N, a < a n , imamo Vn G N 

r\i 


a 

— < a =>• 


a 

a 


< a 71 - 1 . 


a(l — a)<0=^a<0=^« = 0. 


Iz svojstva infimnma slijedi 


a 


□ 
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3 Limes funkcije i 
neprekidnost funkcije 


U ovom poglavlju obradujemo vazne pojmove limesa funkcije i neprekidnosti 
funkcije. Zelimo intuitivno promisljanje o tim pojmovima pretvoriti u strogi 
matematicki jezik, tako da omogucimo egzaktno koristenje tih pojmova na 
funkcijama s kojima radimo. 


3.1 Limes funkcije 

Neka su zadane funkcije a : N — > M, a(n ) = Vn G N i / : (0, +oo) — > M, 
f{x) = -, Vi e 1. Prva funkcija je niz i u prethodnom poglavlju smo 

1 

dobro proucili sto znaci lim — = 0. Sto se tice funkcije /, prilicno je jasno 

n— > oo 77, 

intuitivno poimanje pojma lim — = 0. Malo je manje jasno kako u vezu 

■v .» x: X 

dovesti lim — = 1 i analognu pricu s nizom. Kod niza nismo u mogncnosti 

x^l x 

konstruirati proces priblizavanja argumenata n k broju 1, dok kod realnih 
brojeva je to mognce. U slijedecoj definiciji dana je veza limesa funkcije i 
limesa niza. 

Definicija 3.1. Neka je I C M otvoren interval i c G I. Za funkciju / : 
/ \ {c} — > M kazemo da ima limes u tocki c jednak L ako za svaki niz {c n ) n 
u I \{c} vrijedi: 

( lim c n = c) ( lim f(c n ) = L ). 

n— > oo n— > oo 

Tada pisemo lim f(x) = L. 

X—>C 

Iz definicije je vidljivo da je priblizavanje broja x prerna c ekvivalentno 
priblizavanju svih nizova koji konvergiraju k c. Dakle, u definiciji je potrebno 
promatrati sve takve nizove, a ne samo jedan niz ili njih konacno mnogo. 
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Tada se slike tih nizova po funkciji / moraju priblizavati istom broju L. S 
druge strane, nizovi koji konvergiraju k c imaju tocke i lijevo i desno od c, 
pa je prirodno pretpostaviti da je tocka c iz nekog otvorenog intervala koji 
je sadrzan u domeni funkcije /. 

Prethodni pojam je moguce opisati i bez upotrebe nizova. To je sadrzaj 
tzv Cauchyjeve definicijc limesa funkcije u tocki, koju dokazujemo u sljedecem 
teoremu. 

Teorem 3.1 (Cauchyjeva definicija limesa). Neka je /CM otvoren interval, 
c G / i f : I \ {c} — > M. Limes funkcije f u tocki c postoji i lim f{x) = L 

X^C 

ako i samo ako vrijedi 

(Ve > 0) (3<5 > 0)(Vx G I) ((0 < \x — c\ < <5) =>• (| f{x) — L\ < e)). (3.1) 

Dokaz: Neka vrijedi (3.1). Uzmimo bilo koji niz (c n ) n u I \ {c} takav da je 
c = lim n c n , tj. 

(V<5 > 0)(3n s G N)(Vn G N)((n > n&) => (| c n - c\ < 8)). (3.2) 

Pokazimo da je tada lim n f(c n ) — L, tj. 

(Ve > 0)(3n e G N)(Vn G N)((n > n £ ) => (| f(c n ) - L\ < e)). (3.3) 

Za e > postoji 8 > 0 tako da vrijedi (3.1). Za taj 8 postoji ns tako je 
ispunjeno (3.2). Uzmimo sada n £ = ns i za Vn G N imamo 

(n > n £ ) (| c n - c| < 8) =>■ (| f(c n ) - L\ < e), 

a to je upravo (3.3). 

Obratno, neka je lim f(x) = L, tj. vrijedi definicija 3.1. i neka ne vrijedi 

IE— >-C 

(3.1), tj. 

(3e > 0)(V5 > 0)(3a:5 G /)((0 < \x& — c\ < 8) A (| f(x§) — L\ > e > 0)). (3.4) 

Sada za svaki nGN uzmimo 8 n — - u 3.4. i dobijemo c n = xi. Tako smo 
dosli do niza ( c n ) n u I\ {c} za koji vrijedi \c n — c\ < M |/(c n ) — L\ > e > 0, 
dakle, lim n c n = c, a niz (f(c n )) n ne konvergira k L (kontraclikcija s definici- 
jom 3.1.). Dakle, ako je lim f(x) = L, onda vrijedi (3.1). n 

X^C 

Napomena 3.1. Cauchyjeva definicija limesa funkcije ima jednostavnu ge- 
ometrijsku interpretaciju koja glasi: 

Za svaku okolinu (L — £, L + e) broja L postoji okolina (c — 8, c + 8) broja 
c koja se, s izuzetkom tocke c, preslikava u okolinu (L — e, L + e), tj. 

f ((c — 8, c + 8) \ {c}) C (L — e,L + e). 
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Limes funkcije je u skladu sa operacijama zbrajanja i mnozenja s funkci- 
jama. To je posljedica cinjenice da je limes niza u skladu s tim operacijama 
i definicije 3.1. 


Teorem 3.2. Neka je I Cl otvoren interval, c e I i f,g : I \ {c} — > M za 
koje postoje lim f(x) i lim gfx). Tada vrijedi: 

x—>c x—>c 

1. Funkcija f Eg ima limes u c i lim(/(x) Egfxj) = lim ffx) ± lim gfx) . 

X^rC X^C X^C 

2 . Za svaki A G M funkcija A f ima limes u c i lim A f{x) = A lim fix). 


3. Funkcija fg ima limes u c i lim (f(x)g(x)) = lim fix) lim gfx) 


x — yc X^rC 


f 

4. Ako je gfx) ^ 0 , \/x G / \ {c} i lim gfx) 0 , funkcija — ima limes u c 

X^rC g 

... 

g(x) lim g(x) 


5. Funkcija \ f\ ima limes u c i lim \ f(x)\ = | lim/(x)|. 


Dokaz: Sve tvrdnje slijede iz odgovarajucih tvrdnji u teoremu 2.4. za nizove 

(/(Cn))n i ^g{s n )') n . n 


Teorem 3.3 (teorem o sendvicu). Neka je I Cl otvoren interval, c e I i 
f,g:I \ {c} — » M za koje postoje lim f{x) i lim g(x). 

X^C X^C 


1. Ako je f{x) < g(x), Vx G / \ {c } 7 onda je lim f{x) < lim ^ 7 ( 0 ;) . 

X^t-C x^c 


2 . 


ako je h : /\{c} — * M takva da vrijedi f(x) < hfx) < g(x), \/x G J\{c} i 
lim fix) = lim gfx) = L, onda funkcija h ima limes u c i lim hfx) = L. 


x—^c 


x^c 


Dokaz: Tvrdnje slijede iz odgovarajucih tvrdnji u teoremu 2.5. za nizove 
if {Cn))m{g{Cn))n 1 (^(Cn))n- Q] 
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Primjer 3.1. Pokazati da je lim 

x — >0 


sin x 
x 


1. 


Na trigonometrijskoj kruznici je vidljivo da je luk 
koji odgovara vrijednosti kuta x > 0 u radija- 
nima veci od tetive toga luka koja je hipotenuza 
pravokutnog trokuta A ACD cija je jedna kateta 
duljine sin a, tj. sin a < a za a > 0. Odatle 
imamo nejednakost < 1, za x > 0. Zbog 
neparnosti brojnika i nazivnika, ta nejednakost 
vrijedi za sve x ^ 0. Slicno, usporedimo li 
povrsinu kruznog isjecka Poad = \ol i povrsinn 
trokuta Paobd = |tg cu, slijedi a < tg a, tj. 
cosx < pp za 0 < x < Zbog parnosti funkcija 
s obje strane nejednakosti isto vrijedi za sve x^O. 
Dakle, imamo nejednakosti cos a: < < 1, za 

sve 0 < Ixl < t- Zbog lim cos £ = 1 i teorema 3.3. 

4 z-s-0 



y 

l 



o 


2 


slijedi lim 

x—tO 


sin x 
x 


1. 


□ 


Primjer 3.2. Pokazati da je lim = 1. 

x—>0 X 

Eksponencijalnu funkciju smo definirali u (2.7) pornocu funkcije f(x) = 

/ X \ n 

lim ( 1 H — ) iz propozicije 2.2. Za x > 0 i n 6 N vrijedi 

n—>oo \ 71/ 


1 < 




x n 

Odakle za n —f oc imamo 


1 + 


x 


n 


71—1 


+ ••• + 1 


< 1 + 


x 


n 


n— 1 


i < < f(x) . 


x 


(3.5) 


Za x < 0, zamjenom x s —x u (3.5) i dijeljenjem s f(—x) > 0 dobijemo 

< 1. 


1 < JESS 1 


f(-x) 


X 


(3.6) 


Iz (3.5) i (3.6) pornocu definicije eksponencijalne funkcije (2.7), za svaki x^0 
imamo 

p x - 1 

(3.7) 


e x — 1 

min{l,e x } < < max{l,e x }, 


x 

sto zbog lime x = 1 pornocu teorema 3.3 daje tvrdnju. 

x—>0 
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3.1.1 Limes u R 

Pojam limesa funkcije mozemo prosiriti na slucajeve kada argument funkcije 
tezi k ±oo ili kada vrijednost funkcije tezi k ±oo ili oboje. Najprirodnije je 
to uciniti tako da iskoristimo geometrijsku interpretaciju limesa iz napomene 
3.1., s tim da prilagodimo pojam okolinc novim situacijama. Vec smo kod 
limesa niza vidjcli da kao okoline tocke +oo mogu posluziti intervali (E, +oo), 
gdje je E > 0, slicno, za okoline tocke — oo uzimamo intervale (— oo ,—E), 
gdje je E > 0. 


Definicija 3.2. 

1. Za funkciju / : (a, +oo) — >■ M kazemo da ima limes u tocki +oo jednak 
iel ako vrijedi: 

(We > 0)(3A > 0)(Vx G (a, +oo)) {{x > A) =>• (| f(x) — L\ < e). 
Tada pisemo lim f(x) = /(+oo) = L. 

x — >-+oo 

2. Neka je / C M otvoren interval i cel. Za funkciju f : I \ {c} — > M 
kazemo da ima limes u tocki c jednak +oo ako vrijedi: 

{WE > 0)(3<5 > 0)(Vx G I) ((0 < | a: - c| < 8) => (f(x) > E)). 

Tada pisemo lim f(x) = +oo. 

X^C 

3. Za funkciju / : (— oo, a) — > M kazemo da ima limes u tocki — oo jednak 
— oo ako vrijedi: 

{WE > 0)(3A > 0)(Vx G (— oo , a)) {{x < —A) =>■ {f{x) < —E). 
Tada pisemo lim f{x) = /(— oo) = — oo. 

x — y — oo 

Napomena 3.2. U slucaju 1. konacnog limesa u beskonacnosti, tj. c = +oo 
ili c = — oo, vrijede svi rezultati u teoremima 3.2 i 3.3. kao i u slucaju kada 
je c G M. 


Primjer 3.3. Pokazimo da za bilo koji polinom P vrijedi 


lim P{x)e x 
£—>•+00 


0 . 


Posto je P linearna kombinacija potencija dovoljno je dokazati da za bilo koji 

n G N vrijedi lim x n e~ x = 0. Naime, u propoziciji 2.2. smo pokazali da za 
£—>■+00 


bilo koji mGNii>0 imamo (1 + —) m < e x , a odatle slijede nejednakosti 


0 < 


x 


< 


X 


(i + 

k m ' 


sto za m > n po teoremu o sendvicu daje tvrdnju. 
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Posebno, slucaj lim /(x) — L direktno poopcava limes niza. Tako i neki 

£—>•+00 

rezultati koji vrijede za nizove imaju svoj analogon u ovom slucaju. Stovise, 
i tehnika dokaza je jednaka. 

Teorem 3.4. Neka je f : (a, +oo) — >■ R rastuca funkcija na (a, +oo). 

Limes od f u +oo postoji ako i samo ako je f ogranicena na (a, +oo) . 
Tada vrijedi lim f(x) = sup /. 

a: ^ +00 (a,+oo) 

Dokaz: Neka je / ogranicena na (a, +oo), tj. postoji L = sup /. 

(a,+oo) 

Tada vrijedi: 

(i) Vx > a, f(x) < L, 

(■ ii ) Ve > 0, 3x e > a, L — e < f(x e ). 

Odatle za e > 0 i A = x £ , zbog rasta funkcije /, imamo 

(x > A )=>(L-e< f(x £ ) < f(x) < L < L + e) => (|/(x) - L\ < e), 
tj. lim / (x) = L. □ 


3.1.2 Jednostrani limes u R 

Kada bismo u definiciji 3.1. lirnesa funkcije / u tocki c promatrali samo 
nizove koji konvergiraju k c s lijeve strane, ili samo rastuce nizove u I\ {c}, 
dobili bismo definiciju lirnesa slijeva funkcije u tocki c. Na isti nacin bismo 
definirali i limes zdesna funkcije u tocki c. 

Sada cemo dati Cauchyjevu definiciju jednostranog lirnesa funkcije. 

Definicija 3.3. 

1. Neka je / C R otvoren interval i c G I. Za funkciju / : / \ {c} — > R 
kazemo da ima limes slijeva u tocki c jednak L ako vrijedi: 

(Ve: > 0)(3<5 > 0)(Vx El) ((0 < c — x < 5) (|/(x) — L\ < e)). (3.8) 

Tada pisemo lim /(x) = lim /(x) = /(c— ) = L. 

l/c X^tc— 

2. Neka je / C R otvoren interval i c E I. Za funkciju / : / \ {c} — > R 
kazemo da ima limes zdesna u tocki c jednak L ako vrijedi: 

(Vt > 0)(3<5 > 0)(Vx El) ((0 < x — c < 5) =>- (| f{x) — L\ < e)). (3.9) 
Tada pisemo lim /(x) = lim /(x) = /(c+) = L. 

x\c x^c+ 
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Jednostrani limes funkcije ima ista svojstva kao i limes funkcije, dakle, 
vrijede teoremi 3.2. i 3.3 ako u njima limes zamijenimo s lijevim ili desnim 
limesom. 

Primjer 3.4. Funkcija signum (predznak) defini- 

x^O, 

y 

X = 0. x 

nema limes u nuli, ali ima i lijev i desni limes 
u nuli i oni su razliciti. Za svaki x < 0 je 

sgn(x) = —1, a za x > 0 je sgn(x) = 1. Odatle 

zakljucujemo da za svaki niz koji konvergira k 
nuli slijeva, pripadni niz funkcij skill vrijednosti 

ima limes jednak —1, a za one s desna je jednak _ x 

1. To znaci da funkcija sgn nema limesa u nuli, 
ali je zato lim sgn(x) = —1 i lim sgn(x) = 1. rn 

x— >0— x-»0-f 

Veza izmedu limesa funkcije i jednostranih limesa funkcije dana je sli- 
jedecim teoremom. 

Teorem 3.5. Neka je I C M otvoren interval, c e I i f : I \ {c} — » M. Za 
funkciju f postoji lim/(x) ako i samo ako postoje i jednaki su lim /(x) i 

x^c x^c— 

lim /(x). 

x^c+ 

Dokaz: Ako postoji lim /(x) = L , onda vrijedi (3.1), pa onda (3.8) i (3.9)) 

x—tc 

vrijede s istim L. Obratno, ako vrijede (3.8) i (3.9) s istim L, onda za dano 
e > 0 uzmimo minimalnog 5 > 0 od onih koji postoje po (3.8) i (3.9). Za taj 
S > 0 vrijedi implikacija u (3.1). □ 

Interesantno je slijedece svojstvo monotonih funkcija. 

Teorem 3.6. Neka je I C M otvoren skup «/:/—> R. monotona funkcija. 
U svakoj tocki c G / funkcija f ima lijevi i desni limes. Ako f raste, onda je 
f(c- ) < /(c) < f(c+), a ako pada f(c- ) > /(c) > /(c+). 

Dokaz: 1. Neka je / rastuca na /. Skup S = {/(x); x G /, x < c} je odozgo 
ogranicen s /(c), pa postoji d = sup S. Pokazimo da je d = /(c— ), tj. 

\/e > 0, 35 > 0, Vx G I, (c — 5 < x < c) =>• (|/(x) — d\ < e). 


i diicx & 


sgn(x) = 


Posto je d = sup S imamo 
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a) Vx G I, (x < c) =>- ( /(x ) < d), 

b) Ve > 0, 3x e e I, x e < c, d — e < f(x e ). 

Uzmimo sada 6 = c — x £ > 0 pa zbog rasta funkcije / imamo: 

(c — 5 = x e < x < c) =>• (d—e < f(x e ) < f(x) < d < d+e) =>• (|/(x) — d\ < e). 

Analogno se dokazuje postojanje /(c+). Tada je /(c+) = inf{/(x);x G 
I, x > c}. Slucaj kada je / padajuca funkcija se dokazuje tako da se pret- 
hodni slucaj primijeni na funkciju — /. □ 


3.2 Neprekidnost funkcije u tocki 

Intuitivno geometrijsko poimanje pojma neprekid- 
nosti funkcije povezano je s cinjenicom da od takve 
funkcije ocekujemo da joj je graf krivulja povucena y 
u jednom potezu, tj. nije pokidana. U tom smislu 

f ( c 

je za ocekivati da je funkcija sgn iz primjera 3.4. 
prekidna u tocki 0. Dakle, za ocekivati je da je pos- 
tojanje limesa u tocki nuzan uvjet da bi funkcija u 
toj tocki bila neprekidna. fz grata funkcije na slici 
desno je vidljivo da to nije i dovoljan uvjet. Ta 0 
funkcija ima limes u tocki c, ali je tocka (c, /(c)) 
izdvojena, tj. limes nije jednak vrijednosti funk- 
cije. I to je vrsta prekida, iako uklonjiva. 

Prethodna razmatranja vode nas na sljedecu definiciju pojma neprekidnosti 
funkcije. 



Definicija 3.4. Neka je / C M otvoren interval i tocka c G /. Za funkciju 
/:/—>■ M kazemo da je neprekidna u tocki c ako postoji limes funkcije 
/ u tocki c i lim f(x) = /(c). Funkcija je neprekidna na skupu / ako je 

X—>C 

neprekidna u svakoj tocki c G I. 

Teorem 3.7 (Cauchyjeva definicija). Neka je /CM otvoren interval, c G / 
i funkcija /:/—)■ M. 

Funkcija f je neprekidna u tocki c ako i samo ako vrijedi 


(Ve > 0) (3<5 > 0)(Vx G I) ((|x - c| < 5) => (| f(x) - /(c) | < e)). (3.10) 
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Dokaz: Slijedi direktno iz definicije 3.4. i teorema 3.1. 


Kako se uvjet (3.10) upotrebljava kod provjere neprekidnosti funkcije u 
tocki? Uzmemo e > 0 po volji i trebamo naci ili barem dokazati postojanje 
5 > 0 tako da vrijedi gornja implikacija. Primijetimo, ako smo za neki e 0 > 0 
nasli odgovarajuci S > 0, onda je taj <5 dobar i za svaki e > e 0 . Obratno, ako 
smo za neki e > 0 nasli odgovarajuci <5 0 > 0, onda je svaki 0 < 5 < <5 0 dobar 
i za taj e. 


Cauchyjeva definicija neprekidnosti funkcije 
u tocki (3.10) ima jasnu skupovnu interpre- 
taciju koja glasi: 

Za svaki interval polumjera e oko slike /(c) 
postoji interval polumjera S oko c koji se u 
njega preslikava, tj. 

/((c - 5, c + 6)) C (/(c) - e, /(c) + e). 



Dajemo nekoliko primjera neprekidnih funkcija. Njihovu neprekidnost 
dokazujemo upotrebom Cauchyjeve definicije. 


Primjer 3.5. Pokazimo da je konstantna funkcija / : M — > M, /(x) = d, 
Vx G M, neprekidna u svakoj tocki c G M. Jasno je da uvijek vrijedi implika- 
cija (Ve > 0)(3<5 > 0)(Vx G I) ((|x — c| < 5) (0 = \d — d\ < e)). □ 


Primjer 3.6. Pokazimo da je funkcija / : K — > M, f(x) = x, Vx G M, nepre- 
kidna u svakoj tocki cgR. Uzmimo e > 0 po volji i neka je 5 = e. Tada 
vrijedi implikacija (Vx G I) ((|x — c| < 5 = e) => (|x — c| < e)), tj. / je 
neprekidna u c. □ 


Primjer 3.7. Funkcija / : M — y M, /(x) = |x|, Vx G M, neprekidna je u 
svakoj tocki cGl. Uzmimo e > 0 po volji i neka je 6 = e. Zbog nejednakosti 
1.17 imamo 

(Vx G I) ((|x — c| < 5 = e) =>■ (| |x| — | c| | < |x — c\ < <5 = e)). □ 

Primjer 3.8. Pokazimo da je funkcija / : M — » M, f(x) = x 2 , Vx G M, 
neprekidna u svakoj tocki c G R. Za c G K i za bilo koji e > 0 uzmimo 
S = \/c 2 + e — |c| > 0. Vrijedi 
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< 6(6 + 2|c|) = (Vc 2 + £ - |c|)(Vc 2 + £ + |c|) = £. □ 

Primjer 3.9. Pokazimo da je funkcija / : M \ {0} — * R, /(x) = \/x G 

R \ {0}, neprekidna u svakoj tocki c G R \ {0}. Za bilo koji e > 0 uzmimo 
6 = iniii{y , Imamo 

f (|x - c| < y) (y < |x|) => (^- < s\x\ |c|) 

(|x — c| < 5) =>■ < 





c| < e\x\ |c|) =>• 




□ 


Pogledajmo sada nekoliko primjera funkcija koje imaju prekid. Funkcija 
/:/—>■ R ima prekid u tocki c G / ako nije neprekidna u c. To znaci da 
mozemo naci niz (c n ) n u I C R takav da je lim n c n = c i da niz (f(c n )) n ne 
konvergira k /(c). Negacija Cauchyjeve definicije glasi 


(3e > 0)(V5 > 0)(3x G / ) ((|x — c| < 5) A (|/(x) - /(c)| > e)). (3.11) 


Primjer 3.10. Za funkciju sgn definiranu u primjeru 3.4. je jasno da je 
neprekidna u svirn tockama osirn u tocki 0. Funkcija je prekidna u nuli jer 
ne postoji limes funkcije u nuli. □ 


Primjer 3.11. Funkcija / : R — > R definirana s 

f l; xeQ, 

f(x) = < 

[ 0; x £ Q. 

je prekidna u svakoj tocki. Neka je c 6 Q i /(c) = 1. Uzmimo niz (c n ) n iz 
R \ Q koji konvergira k c. Tada je f(c n ) = 0, pa niz (/(c n )) n ne konvergira 
k 1. Analogno, za c 0 Q i /(c) = 0, uzmimo niz (c n ) n iz Q koji konvergira k 
c. Tada je /(c n ) = 1, pa niz (/(c n )) n ne konvergira k 0. □ 


Primjer 3.12. Funkcija / : M — > R definirana s 

( x] x G <Q>, 

f(x) = { 

I 0; x Q. 


je prekidna u svakoj tocki osirn u tocki 0, gdje je neprekidna. 
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Da je / prekidna u svakoj tocki c ^ 0 vidi se slicno kao u prethodnom 
primjeru. Naime, za c 6 Q uzmimo niz (c n ) n iz M \ Q koji konvergira k c. 
Tada je f(c n ) = 0, pa niz (f(c n )) n ne konvergira k c. Za c ^ Q i /(c) = 0, 
uzmimo niz (c n ) n iz Q koji konvergira k c. Tada je f(c n ) = c n , pa niz (f(c n )) n 
konvergira k c, a ne k 0. Ako je c = 0, onda za niz (c n ) n koji konvergira k 0 
i niz {f(cn)) n konvergira k 0. □ 


Iz prethodnih primjera je vidljivo da prekidnost ili neprekidnost u nekoj 
tocki nerna utjecaj na prekidnost ili neprekidnost u ostalim tockama. 

Ipak, cinjenica da je funkcija neprekidna u nekoj tocki ima utjecaj na 
ponasanje funkcije u okolini te tocke. O tome se radi u slijedecim lemama. 

Lema 3.1. Neka je I CM otvoren interval, c e I i funkcija f : I — > M 
neprekidna u c. Tada je f lokalno ogranicene oko c, tj. 3r] > 0 i 3 M > 0 
tako da je \/x e I, (|x — c| < rf) =>■ (|/(x)| < M). 

Dokaz: Iz Cauchyjeve definicije za £ = 1 postoji 5 > 0 takav da vrijedi 
(V* G I) ((|x - c| < 5) =► {\f{x)\ < | f{x) - /(c) | + |/(c)| < 1 + |/(c)|)). 
Dakle, tvrdnja vrijedi za rj — 5 i M — 1 + |/(c)|. □ 

Lema 3.2. Neka je I CM otvoren interval, c e / i funkcija f : I — > M 
neprekidna u c. Ako je /(c) ^ 0 onda funkcija lokalno oko c cuva predznak, 
tj. postoji 5 > 0 tako da 

U slucaju (/(c) > 0) vrijedi (|x — c| < 5) =>■ (f(x) > |/(c) > 0), 

a u slucaju (/(c) < 0) vrijedi (|a; — c| < 5) (f(x) < |/(c) < 0). 

Dokaz: U slucaju /(c) > 0 uzmimo £ = |/(c) > 0 pa iz (3.10) dobijemo 
S > 0 takav da \/x G /, 

(\x - c\ < S) =!• (|/(x) - /(c) I < l/(c)) =»■ 

=*• (-1/W < f(x) - /(c) < l/(c)) ^ (f(x) > i/(c)). 

U slucaju /(c) < 0 uzimamo £ = — |/(c) > 0 i postupamo analogno. □ 
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3.2.1 Neprekidnost i operacije s funkcijama 

Neprekidnost je uskladena sa uobicajenim operacijama s realnim funkcijama. 
To je posljedica cinjenice da je limes funkcije u skladu s tim operacijama. 
Stoga bez dokaza navodimo slijedeci teorem. 

Teorem 3.8. Neka je I CM otvoren interval, c G I i neka su funkcije 
neprekidne u c. Tada vrijedi: 

1. Za svaki A, p G M je funkcija A / + fig neprekidna u c. 

2. Funkcija fg je neprekidna u c. 

3. Ako je g{x) ^ 0, Vx G I , oiida je funkcija j neprekidna u c. 

Dokaz: Tvrdnje 1. 2. i 3. slijede direktno iz definicije 3.4. i teorema 3.2. q 

Korolar 3.1. Za svaki n G N je funkcija f : M — > M, f(x) = x n , Vi G K 
neprekidna na M. 

Dokaz: Indukcijom pomocu teorema 3.8.2. □ 


Korolar 3.2. Svaki polinom je neprekidna funkcija na M. 

Dokaz: Polinom P(x) = «o + o,\X + ■ ■ ■ + a n x n je linearna kombinacija po- 
tencija, pa je neprekidan po teoremu 3.8.1. □ 


Korolar 3.3. Svaka racionalna funkcija je neprekidna na cijelom podrucju 
definicije. 

Dokaz: Racionalna funkcija /(x) = je kvocijent neprekidnih funkcija, 
pa je neprekidna po teoremu 3.8.3. □ 

Slijedeci rezultat se odnosi na uskladenost neprekidnosti i operacije kom- 
pozicije funkcija. 

Teorem 3.9. Neka su /, J CM otvoreni intervali, f : I M ; g:J— »M 
funkcije za koje vrijedi f(I) C J, tj. dobro je definirana funkcija g o / : / — > 
M. Ako je funkcija f neprekidna u tocki c e / i funkcija g neprekidna u 
d = /(c) G J, onda je g o f neprekidna u c. 
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Dokaz: Da bismo dokazali neprekidnost funkcije g o / po Cauchyjevoj de- 
finiciji, uzmimo e > 0 po volji. Po pretpostavci o neprekidnosti funkcije g u 
tocki d za svaki e > 0 postoji rj > 0 tako da vrijedi 

(V y 6 J) ((| y - d\ < rj) => (| g(y) - g(d)\ < e)). 

Isto tako, iz pretpostavke o neprekidnosti funkcije / u tocki c za svaki r; > 0 
postoji 5 > 0 tako da vrijedi 

(y xe I) ((|x - c| < 5) => (I f(x) - /(c) | < 7])). 


Sada imamo 

(V x e I) ((|a? — c| < 5) => (| f{x) - /(c) | < rj) => (| g(f(x)) - g(f(c))\ < e)), 
dakle, g o / je neprekidna u c. □ 

Korolar 3.4. Neka je I CM otvoren interval, c G / i neka su funkcije 
f, g : I — > M neprekidne u c. Tada su funkcije h, k : I — > M definirane s 
h{x) = ma x{f(x),g(x)} i k(x) = min {f(x),g(x)}, Vx G I, neprekidne u c. 

Dokaz: Dokaz slijedi iz teorema 3.8. i teorema 3.9. jer se funkcije h i k 
mogu napisati u obliku 

, f + g + 1/ - g\ . , f + g- \f-g\ 

n = i k = . 

2 2 


□ 


3.2.2 Neprekidnost eksponencijalne funkcije na R 

Eksponencijalnu funkciju exp : M — > (0, +oo) definirali smo u (2.7) pornocu 
rastuce funkcije / : [0, +oo) — * (0, +oo) koja je limes niza funkcija (f n )n iz 
( 2 . 6 ). 

Teorem 3.10. Funkcija exp : M — y (0, +oo) je neprekidna na M. 

Dokaz: Za x, c > 0 vrijedi 


/.(x)-/.(c)=(l + 0’-( 1 + £)" 
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a odatlc imamo 


I fn(x) ~ f n (c) | < \X - C-\ 1 + 


max{i, c} 


n 


n— 1 


= \X — C\ 


/„(max{i, c}) 


1 + 


max{a:,c} 


Za n — > — |— oo dobivamo nejednakost 

|/(x)-/(c)| < |x-c|/(max{x,c}). 

Uzmimo sada e > 0 po volji i neka je 8 = min{|, ttIft}, pa imamo 

A 2 / 


o - c| < f ) =► (x < f ) => (/ (max{x, c}) < /(f)) 


(|x — c| < 8) 


(l*-c|<7<f) 


,3c. 


=► (I f( x ) ~ /(c) | < | a; - c|/(— ) < e), 

pa je exp neprekidna na (0, +oo). Nadalje, funkcija f(—x) je kompozicija 
neprekidnih funkcija, pa je onda i funkcija neprekidna na (— oo,0), tj. 
exp je neprekidna na (— oo, 0). 

Za funkciju exp vrijedi lim exp (a;) = lim fix) — 1 i 

£—>•0+ rr->-04- 

lim exp (a;) = lim — = — : = — = 1, tj. lim exp (a;) 


£—>• 0 — 


®->o- f(—x) lim fi—x) lim fix) 

x— >0— x— >0+ 


x — >0 


exp(0), sto pokazuje neprekidnost u 0. 


□ 


Korolar 3.5. Hiperbolne funkcije su neprekidne na cijelom podrucju defini- 
cije. 

Dokaz: Funkcije sh i ch su linearne kombinacije funkcije exp i njene kom- 
pozicije s funkcijom x —x, pa su neprekidne po teoremu 3.8.1. Funkcije 
th i cth su neprekidne kao kvocijenti od sh i ch po teoremu 3.8.3. rn 


3.2.3 Neprekidnost trigonometrijskih funkcija 


Teorem 3.11. Funkcija sin : M — > [—1, 1] je neprekidna na M. 


Dokaz: U primjeru 3.1. koristili smo nejednakost |sinx| < |x|, |x| < 
Sada za bilo koji £ > 0 uzmimo 8 = e pa imamo 


(|x— c| <£)=>■ (| sin x — sine 


. ,x — c. . . ,x + c. . \x — c 

2| S111 ( 2 )H cos ( 2 )l - 2 ^ _ <5 = £ )> 


dakle, sin je neprekidna u c. 


□ 
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Korolar 3.6. Trigonometrijske funkcije su neprekidne na cijelom podrucju 
definicije. 

Dokaz: Vrijedi cosx = sin(x+|), pa je cos kompozicija neprekidnih funkcija 
te je neprekiclna po teoremu 3.9. Funkcije tg i ctg su kvocijenti neprekidnih 
funkcija pa su neprekidne po teoremu 3.83. □ 


3.2.4 Neprekidnost funkcije na segmentu 

Neka je funkcija / : [a, b] — > M, gdje je [a, t] CK segment. Za tocke c £ (a, b) 
je jasno sto znaci neprekidnost te funkcije u c, jer smo pojarn neprekidnosti 
definirali za tocke koje leze u nekom otvorenom intervalu sadrzanom u domeni 
funkcije. Da bismo definirali neprekidnost i u rubnim tockama segmenta [a, b] 
posluzimo se slijedecom definicijom. 

Definicija 3.5. Neka je [a, b] C R i funkcija f : [a,b] — > M razlicita od 
konstantne funkcije. Kazemo da je funkcija / neprekiclna na [a, b] ako postoji 
otvoren interval / Cli funkcija g : I — > M takva da vrijedi: 

1. [a, b] C I, 

2- g(x ) = f(x), Vx £ [a, b] i 
3. g je neprekidna na /. 

Analogno definiramo neprekidnost na skupovima oblika [a, b) i (a, b] . 

Iako se cini da zahtjev za neprekidnoscu funkcije na segmentu nije bitno 
razlicit od zahtjeva za neprekidnoscu na otvorenom intervalu, slijedeci vazni 
teorern to opovrgava. 

Teorem 3.12 (Bolzano- Weierstrass). Neka je funkcija f : [a, b] — > M nepre- 
kidna na segmentu [a, b] C M. Tada je /([a, b]) = [■ m, M ] takoder segment. 

Dokaz: Tvrdnja teorema rnoze se razdvojiti na tri dijela: 

1. / je ogranicena na [a, b], tj. postoje m = inf / i M = sup /. 

M [a, b] 

2. Funkcija / postize svoj minimum i maksimum na [a, b], tj. postoje 
x m ,x M G [a, b], f(x m ) = m i f(x M ) = M. 

3. Za svaki C £ (m, M) postoji c £ [a, b] tako da je C = /(c). 
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Dokaz tvrdnje 1.: Kada bi funkcija / bila neogranicena odozgo, za svaki 
n £ N bi postojao x n £ [a, b] takav da vrijedi f(x n ) > n. Niz (x n ) n je u [a, b] 
pa je ogranicen. Po teoremu 2.6. postoji njegov konvergentan podniz ( x Pn ) n i 
neka je lim n x Pn = c. Uskladenost limesa niza i uredaja na M povlaci c £ [a, b]. 
Zbog neprekidnosti funkcije / vrijedi lim n f(x Pn ) = /(c), tj. niz {f(x Pn )) n 
je konvergentan, pa je prema teoremu 2.1. ogranicen. To je kontradikcija s 
izborom niza, tj. s f(x Pn ) > p n > n, Vn £ N. Dakle, funkcija / je odozgo 
omedena. Omedenost odozdo funkcije / se dokazuje tako da se prethodni 
dokaz primjeni na funkciju — /. 

Dokaz tvrdnje 2.: Ako je M £ 7 7(/) onda je M = max/. Pretpostavimo 

[a,fe] 

da M ^ 7 7(/). Posto je M = sup/, onda postoji niz (a n ) n u 7 7(/) takav 

[a,b] 

da je M = lim n a n . Zbog a n = f(x n ), Vn £ N, imarno niz (x n ) n u [a, b] 
koji je ogranicen. Tada postoji njegov podniz ( x Pn ) n koji je konvergentan, 
tj. lim n x Pn = c £ [a, b], Zbog neprekidnosti funkcije / vrijedi lim n a Pn = 
lim n f{x Pn ) = /(c). No, podniz konvergentnog niza ima isti limes kao i niz, 
tj. M = /(c) £ 7 Z(f) (kontradikcija). Analogno se dokazuje da je m £ 7 Z(f). 
Dokaz tvrdnje 3.: Neka je C £ (m,M) bilo koji broj. Zbog odredenosti 
pretpostavimo da je x m < %. Oznacimo A = {re £ / m ,%];/(3:) < C}. 
Zbog f(x m ) < C je x m £ A, pa je A ^ 0. Neka je c = sup A. Uzmimo niz 
(c n ) n u A takav da je c = lim ?t c n . Zbog f(c n ) < C i neprekidnosti funkcije 
/ vrijedi /(c) = lim n /(c n ) < C. Za svaki y £ [a, b], y > c, vrijedi C < f(y). 
Zbog C < /(%) je c < xm, pa je (c,b) ^ 0. Uzmimo niz (y n ) n u (c, b) ta- 
kav da je c = lim n y n . Tada vrijedi /(c) = lim n f(y n ) > C. Dakle, C = /(c). □ 

Pokazimo neke jednostavne primjene prethodnog teorema. 

Korolar 3.7. Za bilo koji n £ N je funkcija f : [0, +oo) — >■ [0, +oo) defini- 
rana s f(x) — x n surjekeija. 

Dokaz: Za bilo koje prirodne brojeve n,m > 1 vrijedi m < m n , pa je m < 
f(m). Neka je C > 0 bilo koji broj. Tada po Arhimedovom aksiomu (teorem 
1.6.) postoji rn £ N takav da je /( 0) = 0 < C < m < f(m). Zbog neprekid- 
nosti funkcije / na segmentu [0, m\ po teoremu 3.12. je [0, f(m)\ C 7 Z(f), pa 
je i C £ 77(/). Dakle, 77 (/) = [0, +oo). D 

U dokazima surjektivnosti logaritamske, hiperbolnih i area funkcija ko- 
ristili smo pretpostavku da je eksponencijalna funkcija surjekeija. Sada smo 
u stanju to dokazati. 

Korolar 3.8. Funkcija exp : R — > (0, +oo) je surjekeija. 
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Dokaz: Pokazimo najprije n < 2 n , Vn G N. To je istina za n = 1, tj. 1 < 2 1 . 
Neka je sada n < 2 n . Tada vrijedi n + 1 < 2 n + 1 < 2 n + 2 n = 2 • 2 n = 2 n+1 . 
Zbog strogog rasta potencija na M + imamo n < 2 n < e n = exp(n), Vn G N. 

Sada uzmimo bilo koji C > 1. Tada postoji n G N takav da vrijedi 
exp(O) = 1 < C < n < exp(n). Zbog neprekidnosti funkcije exp na segmentu 
[0,n] je po teoremu 3.12. [exp(O), exp(n)] C 77(exp), pa je i C G 77(exp), 


Iako je iz geometrijske definicije funkcije sinus mozda jasno da je njena 
slika segment [—1, 1], ta se cinjenica egzaktno dokazuje na slican nacin kao u 
prethodnom korolaru. 

Korolar 3.9. Funkcija sin : M — y [—1, 1] je surjekcija. 

Dokaz: Funkcija sin je neprekidna na segmentu [— |, |] pa je po teoremu 
3.12. [sin(— |), sin(|)] = [—1,1] C 77(sin). Obratna inkluzija slijedi iz ge- 
ometrijske definicije funkcije sin. □ 

3.3 Neprekidnost i monotonost, neprekidnost 
inverzne funkcije 

Uvjet monotonosti i uvjet neprekidnosti funkcije na nekom skupu su razlicitog 
tipa. Monotonost je definirana pomocu uredaja na skupu M, dok je za nepre- 
kidnost dovoljno imati pojarn okolinc tocaka skupa, odnosno pojarn konver- 
gencije nizova. fpak, ta dva pojrna primijenjena na funkciju cesto daju isti 
rezultat. Zapravo, pokazat cemo da svaki od tih pojmova , uz jedan dodatni 
uvjet na funkciju, povlaci onaj drugi. U slijedecim teoremima interval nije 
nuzno ogranicen skup. Svojstvo intervala koje isticemo je da za svake svoje 
dvije tocke sadrzi i sve tocke izmedu njih. 

Teorem 3.13. Neka je /CM otvoren interval, funkcija /:/—>■ M monotona 
na I i V — f(I) otvoren interval. Tada je f neprekidna funkcija na I . 

Dokaz: Zbog odredenosti uzmimo da / raste na I. Uzmimo bilo koju tocku 
c G / i pokazimo da je / neprekidna u c. Neka je (a, b) C I konacan interval 
takav da je c G (a, b). Neka su 


tj. [1, +oo) C 77(exp). Zbog exp(— x) 
(0, 1] C 77(exp). 
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Zbog rasta funkcije / vrijedi Mi > 0 i M 2 > 0. 

U slucaju Mi = 0 i M 2 = 0 funkcija / je konstantna na segmentu 
2 L p a j e on( ] a neprekidna u tocki c. Slucajevi Mi = 0 i M 2 > 0 
ili Mi > 0 i M 2 = 0 su kombinacija prethodnog slucaja i slucaja Mi > 0 i 
M 2 > 0, koji sada dokazujemo. 

Provjerimo Cauchyjevu definiciju neprekidnosti (3.10). Uzmimo bilo koji 

' c + b N 


0 < e < min{M 1 ,M 2 }. Vrijedi £ < ill) — f 


— /(c), odnosno, 


/(c) < /(c) + - < f(c)+e < f 


c + b 


Zbog toga sto je /' = /(/) interval, 


to postoji (5'eM tako da vrijedi /(c) + | = /(c + S'). Zbog rasta funkcije / 
mora biti 8' > 0. 


Analogno, zbog £ < M 2 = /(c) — / 


a + c 


, odnosno, / 


a + c 


< 


/(c)— £ < / (c) — — < /(c), imamo 8” G K takav da vrijedi /(c) — | = f(c+S"). 
Zbog rasta funkcije / je < 0. Uzmimo 8 = min{V, —V'}. Imamo 

(x G (c, c + 5)) =^> (/(c) < f(x) < /(c + 5) < /(c + V) = /(c) + |) =>• 

=► (-| < f(x) - /(c) < |) =► (I f(x) - /(c)| < | < £). 

Isto tako 


(x E (c — 5, c)) =>• (/(c) > /(x) > /(c - 5) > /(c + <5") = /(c) - -) 


=► (| > /(*) - /(c) > -f) =► (|/(*) - m\ < | < e). 

Dakle, vrijedi (3.10), pa je / neprekidna u c. Zbog toga sto je c G / izabran 
po volji, / je neprekidna na /. □ 


Primjena prethodnog teorema u dokazivanju neprekidnosti konkretnih 
funkcija je otezana cinjenicom da je cesto vrlo tesko dokazati da je neki skup 
slika funkcije. Mi smo vec dokazali neprekidnost nekili osnovnih funkcija, 
pa nas interesira dokazivanje neprekidnosti njihovih inverznih funkcija. U tu 
svrhu je koristan slijedeci rezultat. 

Teorem 3.14. Neka je I Cl otvoren interval, funkcija f : I M. i I' — 

m. 

1. Ako je f strogo monotona i neprekidna funkcija na I , ondaje I' otvoren 
interval i / _1 : I' — > I neprekidna funkcija na V . 
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2 . Ako je f neprekidna bijekcija sa I na I ' , onda je f strogo monotona 
funkcija na I i / -1 neprekidna funkcija na V . 


Dokaz: 1. Neka je / strogo rastuca na I. Neka je — oo < a' = inf I' i 
sup I' = b' < +oo. Pokazimo da vrijedi a' ^ I'. Kada bi vrijcdilo a' G I' = 
/(/) postojao bi a G /, a' = f(a). Posto je / otvoren interval, to postoji 
a\ G /, a\ < a. Tada je /(ai) < /(a) = a' sto je kontradikcija s defmicijom 
infimuma. Analogno se dokazuje b' I' . 

Neka je z' G (a', b') bilo koji element. Tada z' nije niti minoranta niti 
majoranta skupa V . Dakle, postoje x' ,y' G I' takvi da vrijedi x' < z' < y' . 
Neka je x = / _1 (x / ) i y = f~ l (y'). Zbog strogog rasta funkcije /, a onda i 
f~ 1 , imamo x < y. Zbog [x,y] C / je / neprekidna na [x,y], pa po teoremu 
3.12. vrijedi f([x,y]) = [ x\y '} 3 z' , tj. z' G I'. Dakle /' = ( a',b '). 

Neprekidnost od / _1 slijedi iz teorema 3.13. 

2. Funkcija /:/—>■ /' je neprekidna bijekcija pa postoji f^ 1 : I' I. 
Pokazimo da je / strogo monotona na I. Kada / ne bi bila strogo mono- 
tona na I, postojale bi tocke Xi,X 2 ,x 3 G / takve da je X\ < x 2 < x 3 i 
(/ Oi) < f(x 2 ))A(f(x 2 ) > f(x 3 )) ili {f(xi) > f(x 2 ))A(f(x 2 ) < /Os))- U pr- 
vom slucaju postoji C tako da je (f(x i) < C < f(x 2 ))A(f(x 3 ) < C < f{x 2 )). 
Zbog neprekidnosti funkcije / na segmentima [x\, x^ i [x 2 , X 3 ] prema teoremu 
3.12. postoje c' G ( xi,x 2 ) i c" G (x 2 ,x 3 ) takvi da je C = f(c') i C = /(c"). 
To je kontradikcija s pretpostavkom o bijektivnosti funkcije /. Analogno se 
dobije kontradikcija i u drugom slucaju. Dakle, / je strogo monotona funk- 
cija na I . Sada iz 1 . slijedi neprekidnost od f~ l . □ 


3.3.1 Neprekidnost korijena, logaritamske, area i arcus 
funkcija 

Primijenimo rezultate prethodne tocke za dokazivanje neprekidnosti inverz- 
nih funkcija. 

Neparne potencija su neprekidne i strogo rastuce bijekcije s otvorenog 
(beskonacnog) intervala M na M, pa su korijeni neparnih potencija neprekidne 
funkcije po teoremu 3.14. 
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Parna potencija nije bijekcija, pa gledamo njenu 
restrikciju / : [0, +oo) — >■ [0, +oo) koja je nepre- 
kidna i strogo rastuca bijekcija, pa postoji inverzna 
funkcija / _1 : [0, +oo) — > [0,+oo). / ne ispu- 

njava pretpostavke teorema 3.14. jer joj domena 
nije otvoren interval (konacan ili beskonacan). No, 
posluzimo se trikom koji ce omoguciti primjenu 
spomenutog teorema. Prosirimo funkciju / do 
funkcije g : R — > R na slijedeci nacin: 


g(%) = 



x n ; x > 0, 
x: x < 0. 

Sada imamo funkciju g koja zadovoljava uvjete teorema 3.14., pa je njena 
inverzna funkcija g~ 1 : R — > 


neprekidna na R. Zbog toga sto je / 1 = 


g 1 1 [o,+oo) j tj. / 1 je restrikcija neprekidne funkcije, funkcija / 1 je nepre- 


kidna na [0, +cxo) po definiciji 3.5 


Zbog toga sto je exp : M — > (0, +cxo) neprekidna bijekcija, iz teorema 3.14. 
slijedi neprekidnost njene inverzne funkcije In : (0, +oo) — y M. 


Isto vrijedi i za hiperbolne funkcije sh : M — > M i th : M — >• (—1, 1) koje 
su neprekidne bijekcije, pa su takve i njihove inverzne funkcije sh -1 : M — » M 
i th -1 : (—1, 1) — > R. 


Funkcija cth : R \ {0} — > R \ [—1, 1] nema po- 
drucje definicije interval, pa ne zadovoljava uvjete 
teorema 3.14. Medutim, svaka njena restrikcija 
cth_ : (— oo,0) — > (—oo,—l) i cth + : (0, +cxo) — > 
(1, +cxd) ima po teoremu 3.14. neprekidan inverz 
cth_ : (—oo,—l) — >■ (—oo,0) i cthjj 1 : (l,+oo) — y 
(0, -poo) . Zato sto su i dornene i slike funkcija ctlm 
i cth + disjunktni skupovi, vrijedi 


cth(a;) 

a odatle slijedi 
cth _1 (x) 


cth_ (x) ; x < 0 

cth + (a;) ;x>0 ’ 


cth„ 1 (a;) ;x<— 1 

cthji 1 (a:) ;x>l 
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Bijektivna restrikcija od ch je Ch : [0, +oo) — * 

[l,+oo) i nju prosirujemo do funkcije g : M — >■ M 
tako da stavimo 


g{x) = 


ch(T); x > 0, 
x + 1; x < 0. 


Tada je Ch -1 : [1, +oo) — >■ [0, +oo) restrikcija ne- 
prekidne funkcije g~ l , pa je neprekidna po defini- 
ciji 3.5. 

Restrikcije Tg : (— |, |) — >■ M i Ctg : (0, n) — > I 



imaju po teoremu 3.14. 


neprekiclne inverze Tg = arctg : M — * (— 1,|), Ctg = arcctg : 
(0,vr). 


— >• 


Y 

Da bismo dokazali neprekidnost funkcija ^ 

arcsin = Sin -1 i arccos = Cos -1 moramo 2 

funkcije Sin : [— 1,|] — >- [—1,1] i Cos : l 

[0,7r] — > [—1,1] prosiriti do neprekidnih bi- 
jekcija sa otvorenog intervala na otvoren in- o 

g / 

/ / 

I — — / 

/''5 

terval. Tako definiramo g, h : M — >■ M tako / 

da stavimo 

]_ * X 

2 

g[x) = < 

x + | - 1 ;x < — |, / 

sinx ;— f < x < |, / 

k x - f + 1 ; f < x. / 




Teorem 3.15. Elementarne funkcije su neprekidne na cijelom podrucju de- 
finicije. 

Dokaz: Sve funkcije od kojih gradimo elementarne funkcije (potencije, eks- 
ponencijalna funkcija, hiperbolne, trigonometrijske funkcije i njihove inverzne 
funkcije korijeni, logaritamske funkcije, area i arcus funkcije) su neprekidne 
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na cijelom podrucju definicije. Buduci da operacije pomocu kojih od till 
funkcija gradimo elementarne funkcije cuvaju neprekidnost (teoremi 3.8. i 
3.9.), to su elementarne funkcije neprekidne. □ 


Definicija 3.6. Neka je / C M otvoren interval i /:/—>• M. Kazemo da 
/ ima u tocki c E / prekid prve vrste ako u c postoje i lijevi limes /(c— ) 
i desni limes /(c+) funkcije i ako su oni razliciti. Ostali prekidi su prekidi 
druge vrste. 

U sljedecem teoremu se vidi kako sam uvjet monotonost ima utjecaj na 
vrstu i broj prekida kod funkcije. 

Teorem 3.16. Neka je I CM otvoren interval i f : I K. monotona 
funkcija. 

1. Monotona funkcija moze imati samo prekide prve vrste. 

2. Monotona funkcija ima najvise prebrojivo mnogo prekida. 

Dokaz: 1. U teoremu 3.6. je dokazano da monotona funkcija ima u svakoj 
tocki lijevi i desni limes. Ako / ima u tocki c prekid, onda je zbog postojanja 
f(c— ) i /(c+) taj prekid prve vrste. 

2. Neka je / rastuca funkcija i neka je J skup svih tocaka prekida te funk- 
cije. Za svaku tocku a E J imamo /(a—) < /(a+), pa toj tocki pridruzujemo 
otvoreni interval I a = (f(a—),f(a+)). Ako su a, b E J, a b, onda je 
I „ fl L, — 0. Naime, u slucaju a < b, zbog f(a+) = inf {f(x)',x e /, a < x} 
je f(a+) < f(a+ ^r). Isto tako, zbog fib—) = sup{ fix): x E L x < b} je 
/(&-) > f{b - ^) = f(a + ^). Dakle, (a < b) => (/(a+) < f(b-)), tj. 
I a nl b = 0, jer su intervali otvoreni. Sada za svaki a G J uzmemo r a E I a DQ 
pa imamo injekciju a i-> r a s J u Q. Dakle, J ima manji ili jednak kardinalni 
broj od Q, tj. J je najvise prebrojiv skup. □ 


3.4 Jednostrana neprekidnost funkcije 

Definicija 3.7. Neka je / C M otvoren interval i tocka c E I. Za funkciju 
/:/—)■ M kazemo da je neprekidna slijeva u tocki c ako postoji limes 
slijeva funkcije / u tocki c i lim f(x) = /(c). Funkcija / je neprekidna 

>C— 

zdesna u tocki c ako postoji limes zdesna funkcije / u tocki c i lim f(x) = 

X^-C+ 

/(c)- 
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Ako u Cauchyjevu definiciju jednostranog limes uvrstimo vrijednost li- 
mesa jednaku /(c) dobijemo Cauchyjevu definiciju jednostrane neprekidnosti: 

/ je neprekidna slijeva ako i samo ako vrijedi 

(Ve > 0)(3<S > 0)(Vx £ /) ((0 < c - x < 6) => (| f(x) - /(c) | < e)), (3.12) 

i / je neprekidna zdesna ako i samo ako vrijedi 
(Ve > 0)(3<5 > 0)(Vx £ /) ((0 < x — c < 5) (| f(x) — /(c) | < e)), (3.13) 

Veza jednostrane neprekidnosti i neprekidnosti fnnkcije u nekoj tocki dana 
je slijedecim teoremom. 

Teorem 3.17. Neka je I C M otvoren interval, c £ I i funkcija /:/—>• M. 

1. Funkcija f je neprekidna slijeva u c ako i samo ako postoji funkcija 
/:/—>■ M neprekidna u c i takva da je f(x) = f{x), Vx £ I, x < c. 

2. Funkcija f je neprekidna zdesna u c ako i samo ako postoji funkcija 
/:/—)■ M neprekidna u c i takva da je f(x) = f(x), Wx £ I, x > c. 

3. Funkcija f je neprekidna u c ako i samo ako je neprekidna i slijeva i 
zdesna u c. 

Dokaz: 1. Ako postoji neprekidna funkcija /:/—)■ M takva da je f(x) = 
fix), Wx £ /, x < c, onda vrijedi 

(Ve > 0)(3<5 > 0)(Vx £ I) ((|x - c| < 5) =► (| f(x) - /(c) | < e)). 
i posebno 

(Ve > 0)(3<J > 0)(Vx 6 I) ((0 < c - x < 5) => (| f{x) - /(c) | < e)), 
tj. / je neprekidna slijeva u c. 

Obratno, ako je / neprekidna slijeva u c, onda funkcija /:/—>■ M defini- 
rana s f(x) = f(x), Vx £ /, x < c, i f(x) = /(c), Vx £ /, x > c, zadovoljava 
trazena svojstva. 

2. se dokaznje analogno kao 1. 

3. Ako je / neprekidna u c onda / = / zadovoljava uvjete iz 1. i 2. pa 
je neprekidna i slijeva i zdesna u c. Obratno, neka je / neprekidna i slijeva i 
zdesna u c. Tada postoje lijevi i desni limes fnnkcije i jednaki su /(c), pa po 
teoremn 3.5. postoji limes fnnkcije i jednak je /(c), tj. funkcija je neprekidna 

□ 


u c. 
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Korolar 3.10. Funkcija f : [a, b] — > R je neprekidna na segmentu, ako i 
samo ako je neprekidna na otvorenom intervalu (a,b), te neprekidna zdesna 
u a i slijeva u b. 

Dokaz: Ako je funkcija neprekidna na segmentu u smislu definicije 3.5., 
onda / = g, gdje je g iz definicije 3.5., zadovoljava uvjete tvrdnji 1. i 2. iz 
teorema 3.17. 

Obratno, ako je / : [a, b\ — > R neprekidna na otvorenom intervalu ( a,b ), 
te neprekidna zdesna u a i slijeva u b, onda ju po teoremu 3.17. postoji njeno 
neprekidno prosirenje i lijevo i desno od segmenta [a,b]. □ 


3.5 Otvoreni skupovi u M 

U svirn razmatranjima u vezi s pojmom neprekidnosti funkcije u tocki ili li- 
mesa funkcije u tocki bilo je vazno da se tocka nalazi u otvorenom intervalu. 
Naime, bilo je vazno da s obje strane te tocke imamo puno tocaka koje se na- 
laze u domeni funkcije, kako bismo imali mogucnost s obje strane promatrati 
razne nizove koji konvergiraju k tocci. Otvoreni intervali nisu jedini skupovi 
s takvirn svojstvom. 

Definicija 3.8. Za skup S C R kazemo da je otvoren skup, ako je S ili 
prazan skup ili unija po volji nmogo otvorenih intervala. 

Skup F C R je zatvoren skup ako je komplement otvorenog skupa. 

Primjer 3.13. Slijedeci skupovi su otvoreni u M. 

1. R je otvoren jer je R = |^J ( n , n + 2). 

nGZ 

oo oo 

2. Skupovi (0, +oo) = [J(n, n + 2) i (— cxo,0) = [J(— n — 2,— n) su 

n= 0 n = 0 

otvoreni skupovi, a takvi su i skupovi (— oo , a) i (a, +oo), za svaki 
a G R. 

Primjer 3.14. Slijedeci skupovi su zatvoreni u R. 

1. Za svaki a 6 1 je jednoclan skup {a} zatvoren u R jer je {a} c = 
(— oo, a) U (a, +oo) otvoren skup. 

2. Za sve a, b e R, a < b, je segment [a, b] zatvoren jer je [a, b] c = 
(— oo, a) U (6, +oo). 
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Propozicija 3.1. Neprazan skup S C E je otvoren ako i samo ako za svaki 
x G S postoji £ x > 0 tako da je ( x — e x , x + e x ) C S. 

Dokaz: Ako je S' C E otvoren skup, onda za svaki x G S iz definicije 3.8. 
slijedi postojanje otvorenog intervala takvog da je x G (a, b) C S. Uzmimo 
e x = min{x — a, b — x} i imarno (x — £ x , x + £ x ) C S. 

Obratno, neka za svaki x G S postoji £ x > 0 tako da je (x—£ x , x+£ x ) C S. 
Tada je S' = (x — £ x , x + £ x ) pa je stoga otvoren skup. □ 

Skup T koji sadrzi sve otvorene podskupove od E naziva se standardna 
ili euklidska topologija na E. 

Propozicija 3.2. Za standardnu topologiju T na E vrijedi: 


1. 0, E e T. 

2. Ako je S\ G I, VA 6 A, onda je S\ G T, tj. unija otvorenih skupova 
je otvoren skup. 


AeA 


3. Ako je S'fc G ‘X, k = 1, . . . , n, onda je P) S' fc G T, tj. presjek od konacno 
otvorenih skupova je otvoren skup. 


k = 1 


Dokaz: Tvrdnja 1. slijedi iz definicije 3.8. i primjera 3.13. 

Da bismo dokazali tvrdnju 2. uzmimo x G S\ po volji. Po definiciju 

AeA 

unije postoji A G A takav da je x G S\. Sada zbog otvorenosti skupa S\, 
prema propoziciji 3.1. postoji £ x > 0 takav da je (x — £ x ,x + £ x ) C S\. Tada 
vrijedi (x - £ x , x + £ x ) C U S'a, pa je po propoziciji 3.1 skup S\ otvoren. 

AeA AeA 

n 

Za dokaz tvrdnje 3. uzmimo x G P| Sk po volji. Po definiciju presjeka vri- 

k = 1 

jedi x G Sk, za sve k = 1, . . . , n. Zbog otvorenosti skupova Sk, k — 1, . . . ,n, 
postoje £^ > 0, k — 1, . . . , n, takvi da je (x—£^\x+£^) C Sk, k — 1, . . . ,n. 
Uzmimo £ x = minje^jA: = 1 pa vrijedi (x — £ x , x + £ x ) C Sk, 

n 

k = 1 , . . . ,n. Odatle je (x — £ x ,x + £ x ) C Pj Sk, pa je prema propoziciji 

k=i 

n 

3.1. skup P Sk otvoren. □ 

k = 1 


3. LIMES I NEPREKIDN OST FUNKCIJE 



4 Derivacija funkcije 


4.1 Motivacija; aproksimacija funkcije, pro- 
blemi brzine i tangente 

Jedna od cesto upotrebljavanih metoda u rjesavanju matematickih problema 
je aproksimacija ili priblizno odredivanje nekog slozenijeg matematickog 
objekta pomocu jednostavnijih objekata. Kako je u matematickoj analizi od 
interesa proucavanje funkcija, to je razumno pitanje, da li je moguce neku 
funkciju dobro aproksimirati pomocu funkcija koje dobro razumijemo. Na 
taj nacin bismo iz ponasanja jednostavnih funkcija mogli nesto zakljuciti 
o slozenijoj funkciji. Funkcije koje svi dobro poznajemo i razumijemo su 
polinomi, posebno polinomi prvog stupnja ciji su grafovi pravci. Stoga je za 
neku funkciju /:/—>■ M, / Cl otvoren interval, interesantan problem koji 
je polinom prvog stupnja oblika g(x ) = k(x - c)+1,i 6K, lokalno oko tocke 
c najbolja aproksimacija funkcije /. U tom slucaju je prirodno zahtijevati da 
se te funkcije podudaraju u tocki oko koje lokalno aproksimiramo funkciju, 
tj. g(c) = /(c), sto daje l = /(c). Sada iz zahtjeva da je f(x) ~ g(x) kada je 

f(x) — /(c) 

x ~ c imamo k « . 

x — c 

Povijesno su dva po prirodi razlicita problema bila glavna motivacija za 
razvoj diferencijalnog racuna. 

Jedan od njili je fizikalni problem definiranja pojma brzine za cije rjesenje 
je zasluzan Isaac Newton . 1 Neka je s(t), t > 0, funkcija koja mjeri put 
koji je prosla materijalna tocka u vremenskom intervalu [0, t]. Prosjecna 
brzina te materijalne tocke u vremenskom intervalu [t 0 , t] definira se kao 
s(t) - s(t 0 ) 


v(t 0 ,t ) = 


No pitanje je kako definirati pojarn brzine u trenutku 


t ~ h 

t 0 . To je nesto sto nije moguce mjeriti, jer mi znarno mjeriti prosjecnu brzinu 


1 Isaac Newton, (Woolsthorpe, 4. sijecnja 1643. - London, 31. ozujka 1728.), engleski 
fizicar, matematicar i astronom 
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na nekom intervalu, a tocka predstavlja vremenski interval [t 0 , to] duljine 0. 
Moguce je promatrati ponasanje prosjecne brzine na intervalima oko tocke 
to cija duljina se smanjuje. Taj proces opisujemo pomocu lirnesa funkcije, tj. 

mozemo reci da je brzina u tocki v(to) = lim v(to,t) = lim — — , - , ako 


t—^to 


t-> 0 


t - 1 0 


taj limes postoji. 

Drugi problem je geometrijske naravi, a njegovo rjesenje je nasao G.W. 
Leibniz. 1 Odnosi se na pitanje postojanja jedinstvene tangente u nekoj tocki 


grata T j funkcije /. Sekanta kroz tocke C = 
(c, /(c)) i D = ( d,f(d )) ima koeficijent smjera 

m - /(c) 


k s = 


d — c 


Ako d —¥ c, odnosno, ako 


se tocka D po grafu T f priblizava tocki C, onda 
sekanta s postaje tangenta t. Dakle, koeficijent 
smjera sekante prelazi u koeficijent smjera tan- 

. , , f(d)-f(c 

gente, tj. k t — lim 

d-^c d — C 


) 



U sva tri prethodna problcma kao rjesenje se narnece broj kojem tezi izraz 
oblika A a )-/( c ) kojeg nazivamo kvocijent diferencija za funkciju / u tocki 
c. Stoga je od interesa slijedeci pojarn. 


Definicija 4.1. Kazemo da je funkcija /:/—>■ M, diferencijabilna ili deriva- 


bilna u tocki c otvorenog intervala / Cl, ako postoji lim 


f(x ) - /(c) 


broj zovemo derivacija (izvod) funkcije / u tocki c i pisemo 

f(x) - /(c) 


x — c 


/'(c) = lim 


x 


■ Taj 


(4.1) 


df 

Jos se koriste oznake Df(c) ili —(c). 

v ' dx w 

Kazemo da je / diferencijabilna na intervalu / ako je ona diferencijabilna 
u svakoj tocki iz I. Tada je na / dobro definirana funkcija x n- f'(x) koju 
prirodno oznacavamo s /' i takoder zovemo derivacija od / na I. Ako je sada 
ta funkcija diferencijabilna u nekoj tocki c 6 I, onda njenu derivaciju (/')'(c) 
zovemo druga derivacija od / u c i oznacavamo s /"(c), tj. 


/"(c) 


lim 

X^C 


f'(x) - /'(c) 
x — c 


1 Gottfried Wilhelm Leibniz (Leipzig, 21. lipanj 1646. Hanover, 14. studeni 1716.) 
njemacki matematicar 
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Analogno se definira treca derivacija itd. Opcenito, ako postoji n-ta deriva- 
cija od / na I, tj. /Vd : I — y M onda mozemo definirati 


/ (n+1) (c) = lim 

X^C 


f [n \x ) - / (n) (c) 
x — c 


uz uvjet da navedeni limes postoji. 


U terminima derivacije funkcije, problemi navedeni kao motivacija imajn 
slijedeca rjesenja: 

1. Fnnkcija g definirana s g(x) = f'(c)(x — c) + /(c), x G M, je lokalno 
najbolja aproksimacija funkcije / oko c medu polinomima stupnja < 1, 
sto dokazujemo u teoremu koji slijedi. 


2. Brzina materijalne tocke, ciji put u vremenu t opisuje funkcija t i— > 
s(t), dana je s v(t) = s’(t), tj. brzina je prva derivacija funkcije puta 
po vremenu. Analogno se ubrzanje definira kao derivacija brzine po 
vremenu, tj. a(t) = v'(t) = s"(t). 

3. Tangenta na graf funkcije / za tocku c (ili u tocki grafa (c, /(c))) je 

pravac koji je graf linearne funkcije g iz tocke 1. Jasno, moguce je 
odmah zadati i funkciju h(x) = ~ c ) + /(c), ciji graf je normala 

na graf funkcije u tocki c. 


Primjer 4.1. Naci derivaciju konstantne funkcije f(x) — a, V x e M u tocki 

C6t. 

Vrijedi 

f\c) = Mm M Z M = Mm ^ = 0, 


a;->c x — C x — C 


dakle, f(x) = 0, Va: G M. 


Primjer 4.2. Naci derivaciju funkcije f(x) — x, \/ x e M u tocki c G M. 
Vrijedi 

f(0 = Hm M - /(C> = Mm = 1, 


X^rc X — C x-*c X — C 


dakle, f'(x) = 1, Vie 


Sada razmotrimo vezu izmedu diferencijabilnosti i neprekidnosti funkcije 
/. Ako je funkcija neprekidna u nekoj tocki, ona ne mora nuzno biti diferen- 
cijabilna u toj tocki. To se vidi u sljedecem primjeru. 
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Primjer 4.3. Funkcija /(x) = |x|, x G M, je neprekidna na M, a diferencija- 
bilna nal\ {0}. No, / nije diferencijabilna u 0. Naime, 

r M i • r M i 
lim — = —1 l hm — = 1, 

x-+ 0 - x z-> 0 + x 

da.kle, lijevi i desni limes kvocijenta diferencija su razliciti, pa derivacija ne 
postoji. 

Obratno, diferencijabilnost povlaci neprekidnost. 

Teorem 4.1. Ako je funkcija /:/—)■ M diferencijabilna u tocki c otvorenog 
intervala I, onda je f neprekidna u c. 


Dokaz: Zbog diferencijabilnosti funkcije / u tocki c je funkcija 


oj(x) 


f(x) - /(c) 

x — c 

0 


/'(c) 


za x t - c 
za x = c 


(4.2) 


neprekidna u c. Naime, iv(c) 
Sada je 


0 


lim 

x — yc 


fix) - /(c) 


x — c 



lim u(x). 

x^rC 


fix) = /(c) + (/'(c) +w(x))(x-c), xel, (4.3) 

oda.kle zbog neprekidnosti u c funkcija na desnoj strani jednakosti (4.3), sli- 
jedi tvrdnja. □ 


Sada egzaktno dokazujemo tvrdnju vezanu za problem aproksimacije 

Teorem 4.2. Neka je funkcija /:/—>■ K. diferencijabilna u tocki c otvorenog 
intervala I i neka je 

ff(z) = f'(c)(x - c) + /(c), VxeM. (4.4) 

Ako je h polinom, st h <1, i h ^ g, onda postoji Sh > 0 tako da vrijedi 

Vx e /, (0 < |x - c| < 5 h ) => (| fix) - g(x) \ < |/(x) - h(x) |). (4.5) 

Drugirn rijecima, polinom g je mectu svim polinomima stupnja < 1 lokalno 
oko c najbolja aproksimacij a funkcije f. 

Dokaz: Polinom h mozerno pisati u obliku 


h{x) = k(x — c) + /, Vx6l, 


(4.6) 
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gdje su k, l G M. Iz (4.6) i (4.3) dobivamo 

f(x) -h(x) = [/(c) -/] + [/'(c) - k + u(x)](x- c). (4.7) 

Uvjet h 7 ^ g je ispunjen u dva slucaja: (l 7 ^ /(c)) ili ((/ = /(c)) A (k 7 ^ f'(c))). 

U slucaju (/ 7 ^ /(c)) iz neprekidnosti funkcije / — h i zbog (/ — /i)(c) 7 ^ 0 
iz leme 3.3. iz M.A.I. slijedi postojanje 5\ > 0 tako da vrijedi 

(|x - c| < <5i) =► (| f(x) - h(x ) | > e) gdje je e = ^|/(c) - l\ > 0 . (4.8) 

Takoder, iz neprekidnosti funkcije f — g uci zbog (f — g) (c) = 0 za e iz (4.8) 
postoji <$2 > 0 , tako da vrijedi 

(|z - c| < S 2 ) => (|/(x) - c/(x)| < e). (4.9) 

Sada, za <5^, = minj^!,^} iz (4.8) i (4.9) slijedi (4.5). 

U slucaju ((/ = /(c)) A (k 7 ^ /'(c))) iz (4.7) imamo 

| f{x) — /i(x)| = | /'(c) — k + o;(a;)||x — c|. (4.10) 

Zbog lim | /'(c) — k + tc(a:)| = | /'(c) — > 0, iz leme 3.3. iz M.A.I. slijedi 

X^rC 

postojanje 8 \ > 0 tako da 

(\x-c\ < Ai) =► {\f\c)-k + u(x)\ >e) gdje je e = ^|/'(c)-fc| >0. (4.11) 

Takoder, iz neprekidnosti funkcije w u c i u(c) = 0 dobivamo 82 > 0 tako da 

(|x - c| < 82 ) => (| a; (a:) | < e). (4-12) 

Iz (4.11) i(4. 12) za 5h = min{5i,5 2 } imamo 

(|x - c| < 5 h ) => (|u;(x)| < | /'(c) - k + u(x)\). (4.13) 

Pomnozimo li (4.13) s |a? — c| dobivamo (4.5). □ 


4.2 Diferencijabilnost funkcija i operacije s 
funkcijama 


Od interesa je istraziti kako se svojstvo diferencijabilnosti funkcije u tocki 
ponasa kod uobicajenih operacija s funkcijama 
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Teorem 4.3. Neka su funkcije /, g : I — > R diferencijabilne u tocki c otvo- 
renog intervala I . 

1. Funkcija f + g je diferencijabilna u tocki c i 

(/ + 0)'(c) = f'{c) + g'{c). (4.14) 


2. Funkcija fg je diferencijabilna u tocki c i 

(fg)'(c) = !'(c)g(c) + f(c)g'(c). 


(4.15) 


3. Ako je funkcija - definirana na I , onda je i diferencijabilna u tocki c i 


f\c)g(c) - f(c)gfc) 

g) U 9(c ) 2 


(4.16) 


Dokaz: 


1. Za funkciju h = / + g imamo 

h(x) - h(c) /(x) + g(x) - f(c) - g(c) f(x) - f(c) g(x) - g(c) 


x — c 


x — c x — c 


x — c 

Odatle je 

Mm h(x) - h(c) = Mm lALJAl + hm , 

z-»-c X — C z-»-c X — C x^c x — C 

odnosno vrijedi (4.14). 

2. Za funkciju h = fg imamo 

Ms) ~ M<0 = f{x)g{x) ~ /(c)g(c) = f(x) ~ /(c) | f( c ) g(g) ~ ^( c ) 

x — c x — c x — c x — c 

Odatle je 

Mm ~ h[c) = Hm M^«£> Mm 9 (x) + /(c) Hm . 


x—tc X — C a;->e X — C x-»-c 


a:— >c X — C 


sto zbog neprekidnosti funkcije g u c (teorem 4.1.) daje (4.15). 
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3. Uzmimo prvo h = pa imamo 


h(x) — h(c) 


i i_ 

_ g(x) g(c) 

x — c x — c 

Zbog neprekidnosti funkcije g u c slijedi 


lim 

X^C 


h(x) — h{c ) 


x — c 


lim, 


g(s)-g(c) 

x—c 

9(c)g(x)' 


g(x)-g(c) 


g(c ) linWc.9( x ) ’ 


odnosno /i ; (c) = ( — ) (c) = — J . 

\9/ 9(c) 2 


Sada na funkciju — = / • - 
9 9 


primijenimo pravilo za deriviranje produkta funkcija (4.15) i dobivamo 
(4.16). □ 


Korolar 4.1. Neka su funkcije f, g : I — > R diferencijabilne u tocki c otvo- 
renog intervala I . Tada je za sue A,/iel funkcija A / + gg diferencijabilna 
u tocki c i 

(A/ + gg)'(c) = A /'(c) + /V( c )- (4.17) 

STuMp sw/i funkcija s I «I /coje su diferencijabilne u tocki c je vektorski pros- 
tor (uz operacije zbrajanja i mnozenja sa skalarom definiranim po tockama), 
a pridruzivanje f n- /'(c) je linearan funkcional na tom prostoru. 

Dokaz: Uzmimo konstantnu funkciju h(x) = A, Vs 6 R. Tada je h'(c) = 0 
u svakoj tocki c G M. Sada formula za deriviranje produkta daje (A/)'(c) = 
(hf)'(c) = h'(c)f(c ) + h(c)f(c) = h(c)f'(c ) = A /'(c). Primjenom prethod- 
nog rezultata i formule za deriviranje sume dobivamo (4.17). □ 


Teorem 4.4. (Derivacija kompozicije funkcija) Neka su f : I —$■ M, g : J — >■ 
R i neka je /(/) C J , tj. kompozicija g o f : I R je dobro definirana na I . 

Ako je funkcija f diferencijabilna u tocki c e I i funkcija g diferencijabilna 
u tocki d = /(c) e J, onda je kompozicija g o / diferencijabilna u c i vrijedi 

(9°/)'(c)=9W(c). (4-18) 


Dokaz: Uzmimo funkciju u j iz (4.2) tako da vrijedi (4.3) i analogno, neka je 
uji definirana s 


ui(y) 


g(y) -g{d) 


y-d 

0 


g\d ) , za y d 

, za y = d, 


(4.19) 
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tako da vrijedi 

g(y) = 9{d) + {g'{d)+u 1 {y)){y-d), y e J, (4.20) 

Neka je h = g o /, pa imamo 

K x ) = d[f{ x )\ = g(d) + [g\d) +u 1 (f(x))][f(x) - /(c)], 

sto daje 

lAtiAd = m + ,4.21) 

x — c x — c 

Zbog neprekidnosti funkcije / u tocki c i neprekidnosti u d = /(c), funkcija 
wi o / je neprekidna u c i (wi o /)(c) = wi[/(c)] = coi(d) = 0. Sada je 

ft'(c) = lim - HC) = l,m[ 9 '(d) + <*(/(*))] Mm /M ~ /(c) , 

z->-c X — C x^rc 2J-»c X — C 

odakle slijedi (4.18). □ 


Teorem 4.5. (Derivacija inverzne funkcije) Neka je f : I — >■ J , /, J C R, / 
otvoren interval, i neka je f neprekidna bijekcija na I. Ako f ima derivacija 
u tocki c G / * ako je f(c ) 7^ 0, onda je f diferencijabilna u tocki d = /(c) 
* vrijedi (/ _1 )'(d) = 

Dokaz: Prema teoremu 3.14. je J otvoren interval i f~ 1 \ J —t l je nepre- 
kidna funkcija. Nadalje, iz diferencijabilnosti funkcije / u tocki c slijedi 

/O) - /(c) = {x- c)[f(c) + u(x)], 

gdje je lo funkcija neprekidna u c definirana s (4.2). 

Stavimo d = /(c) i y = f{x) pa dobivamo 

y-d = [f~ l {y) - f-\dj] [/'(c) + u(f-\y))}. 


Odatle dobivamo 

f~\y) - f~\d) 1 

V-d /'(c) + u(f~ l (y)) ’ 


sto zbog neprekidnosti funkcije wo/ 1 u tocki d i 
jednakost 


(/-7(d) 




(wo / !)(d) 

1 

/'(c)' 


Prethodnu formulu cesto koristimo u obliku 

1 


0 daje 


□ 




/'(/"H*))' 
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4.3 Derivacije element arnih funkcija 


4.3.1 Potencije i korijeni 

Neka je n G N i /(x) = x n , x G R. Tada se indukcijom pomocu formule 
za deriviranje produkta funkcija lako dobije f'(x) = ra n-1 , Vx G K. Slicno, 
neka je n G N i /(x) = x~ n , x G M \ {0}. Iz prethodnog i formule za 
deriviranje kvocijenta dobijemo ( x ~ n )' = (4r) / = ~ n % n — = —nx 


—n— 1 


Neka je za n neparan / 


-l 


— >■ 


ili za n paran / 1 : (0, +oo) 


(0, Too) definiranas f l (x) = \fx = x«. Tada vrijedi (/ x )'(x) = mj = 


1 _ 1 _ l„i-l 

■7-1 — n=T — „X« 


n ( y/x) 71 — 1 nx — , r . 

Neka je q G Q \ {0} i / : (0, +oo) — * (0, +oo) definirana s f(x) = x q . 
Pokazimo da vrijedi formula ( x q )' = qx q ~ l . Nairne, za q — — , m G Z i 
n G N, iz prethodnog i pomocu formule za deriviranje kompozicije imarno 

fX " J = pX = —\X ) n TTLX = — X " = — X " 


4.3.2 Trigonometry ske i arcus funkcije 

Za 0 < x < | vrijedi sinx < x i tg x > x. Odatle, za x G (— f, f) \ {0} 
vrijedi nejednakost cosx < < 1. Odatle slijedi lim 2 ^ = 1. 

J J * J a 1 — >0 x 

Sada za Vc G R vrijedi 


• • o _• x—c x-\-c x—c I 

sm x — sm c 2 sm cos ~A~ sm -5- x + c 

= — = — — f— cos , 

x-c x-c 2 ’ 


sto daje 


sin x — sin c sm x + c 

I1111 = Inn — lim cos = cos c. 

x^c X — C x^c ’’ 2"' x ^ c 2 


Odatle je za /(x) = sinx, derivacija f'(c) = cosc za Vc G 1 ili u drugoj 
oznaci (sinx)' = cosx. 

Nadalje, iz cosx = sin(xTf) dobivamo (cosx)' = cos(x+ |) • 1 = — sinx. 
Pomocu formule za deriviranje kvocijenta imamo 

. .sinx., cos x cos x — sin x(— sinx) 1 

tg x = = 2 = -5-. 

COS X COS^ X COS z X 

Analogno slijedi 


. , , . COS X . , — Sill X Sill X — COS X COS X 1 

(ctg x = )' = — = -— 2 -. 

sm x sin x sm x 
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Za /(x) = Sin a; je / x (x) = Sin l x , pa formula za deriviranje inverzne 
funkcije daje 

, 1 1 1 
(Sin 1 x)' = 


cos(Sin 1 x) y/i — [sin(Sin 1 x)] 2 \/l - 


x- 


Za /(x) = Cosx je / 1 (x) = Cos x x, pa formula za deriviranje inverzne 
funkcije daje 


(Cos x)' = — 


Sill 


(Cos l x) y/i — [cos(Cos 1 x)} 2 \/l — 


X“ 


(Tg -1 x)' = - 


COS 2 (Tg 1 £) 


1 + [tg (Tg l x)Y 1 + 


X“ 


,Vs e 1, 


(Ctg x)' = 


-i 


sin 2 (Ctg x) 


-l -l 

1 + [ctg (Ctg -1 x)] 2 1 + X 2 


, Vx G 


4.3.3 Eksponencijalna funkcija 


Za x > 0 definirafi smo /o(x) = lim n (l + -) n . Sada je eksponencijalna funkcija 
definirana s 

/o(x) , za x > 0 

1 

, za x < 0 


f(x) = e x = 
Za x, c > 0 vrijedi 


n 


fo(-x) 

( 1 + j)"-(l + p n 

x — c 

(1 + -) n-1 + (1 + -) n-2 (l + -) + ••• + (1 + -)(1 + -) n-2 + (1 + -) n-1 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


Odatle imamo 


1 + 


min{x, c} 


n 


n— 1 


< (1 + gT - (1 + S" < U + max{x, c} 


x — c 


n 


n— 1 


Prelaskom na limes dobivamo 


/o(min{x, c}) < < / 0 (max{x, c}). 


x — c 
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Funkcije x \ — > min{x, c} i x i — » max{x, c} su neprekidne pa za x c slijedi 


t,, s r fo(x)~fo(c) j. , s 

/o(c) = lim z : = /o(c). 


x — c 


Sada, za x < 0 imamo f(x) = pa je 


f (x) = = = 1 = f(x ) 

J{ ) [/o(-*)] 2 [H-xW fo(-x) n ’■ 

U slucaju c = 0 moramo posebno gledati lijevi i desni limes od , ^~ 1 . Za 
x > 0 imamo 1 < < fo(x), sto zbog neprekidnosti od /o u 0 i /o(0) = 1 

daje 

f(x)-l 


lim 

a:— >0+ x 


= i = /( o). 


Za x < 0 je 


Mm IE ~ 1 = Mm 


x— >0— x 


x— >0— x 


/o (-x) - 1 1 

= lim 77 T = 1 = /(0), 

— a;— >0+ -X lim_^ 0 + Jo(-X) 


pa je /'( 0) = /(0). Dakle, za Vx G M je ( e x )' = e x . 

Za logaritamsku funkciju / _1 (x) = In x kao inverznu funkciju od ekspo- 
nencijalne imamo 

(In re)' = -p— = — , \/x > 0. 
v ' e lnx x 

Primjer 4.4. Neka je /(x) = In |x| za x ^ 0. Tada za x > 0 imamo /(x) = 
In -X, pa je f'(x ) = ±. Za x < 0 je /(x) = ln(-x), pa je /'(x) = ^(-1) = 
Dakle Vx ^ 0 je (In |x|)' = K 

Primjer 4.5. Opca poteneija zax>0iaGM\ {0} je funkeija definirana s 
x a = e“ lnx . Odatle je ( x a )' = e alnx a 7 = ax" -1 . 

Primjer 4.6. Eksponencijalna funkeija s bazom a > 0 definira se kao a x = 
e x ln “ za Vx G M. Odatle je (a x )' = e xlna In a = a x In a. Njena inverzna funkeija 
log a x ima derivaeiju (log a x)' = nias } x hm = 77^. 


4.3.4 Hiperbolne i area funkcije 


(shx)' 



2 


e x + e x 

2 


eh x , Vx G M, 
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(chx) 7 

(thx)' 

(cthx)' 

(sh -1 ^)' 

(Ch- 1 ^)' 

(th _1 a;)' 

(cth _1 a:)' 


e x + e x \ e x — e x 


2 J 2 

sh x V c\\ 2 x — sh 2 a: 1 

ch^J (chrc) 2 = d?^ ,Va:e ’ 

ch x \ ' sh 2 x — ' ch 2 x —1 

shrc/ (shrc) 2 sh 2 : 

1 1 


= sh x , Vx G M, 


Us VyXX Us -L . r „ 

(sh a/ 2 = ^ ,VxeM ^ 0} ’ 


ch ( sh_ ,/l + (sh(sh~ 1 x)) 


-1^2 vl + ar 


,VieR, 


sh (Ch V) J (ch(Ch _1 a;)) 2 - 1 


/ x 2 — 1 


, \/x > 1, 


m(thi) 

1 
- 1 

sh 2 (cth _1 x) 


1 — [th(th 1 x)] 2 1 — x 


1 — [cth(cth 1 x)] 2 1 — x 2 


-,Vx G (-1,1), 


, Vx g M \ [—1, 1]. 


Primjer 4.7. (Logaritamsko deriviranje) Neka su /:/—>• (0, +oo), g : 
I 4 I, / C K otvoren interval, diferencijabilne funkcije. Tada je i funkcija 
h : I — > M, definirana s h(x) = f{x) 9 ^ x \ \/x G /, diferencijabilna. Naime, 
hi(h(x)) = g(x) In (f(x)), pa deriviranjem lijeve i desne strane ove jednakosti 
imamo: ^ = g'(x) ln(/(x)) + g(x) Odatle je 

h\x) = f{x) 9[x) g\x) ln{ f (x)) + g(x)j^j . 


4.4 Teoremi srednje vrijednosti i primjene 

Lema 4.1. Neka je /:/—>■ M, diferencijabilna u tocki c otvorenog intervala 
/CM. Ako je f'(c) > 0 onda 35 > 0 takav da vrijedi 

(x G (c - 5,c)) => (f(x) < /(c)) , 

(x G (c,c + 5)) => (/(c) < f(x)) . 

Ako je f'(c) < 0 onda 35 > 0 takav da vrijedi 

(x e (c-6,c)) => (f(x) > /(c)) , 

(x G (c, c + 5)) => (/(c) > f(x)) . 
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Dokaz: Slicno kao u dokazu teorema 4.1., iz diferencijabilnosti funkcije / u 
c slijedi neprekidnost u c funkcije g : I — > M definirane s 


9{x) 


/V)-/( c ) 


f'(c) 


za x 7 ^ c 
za x = c 


Zbog ( 7 (c) = /'(c) > 0, po lemi 3.3. iz M.A.I. 35 > 0 takav da Vs G / 
(|x — c| < 5) =>■ g(x) > |g(c) > 0. To daje 

(x e (c - 5, c)) =*• — — > 0 (/(a:) - /(c) < 0 ) , 

x — c 

(x e (c.c + ,5)) => /W ~ /(c) > 0 =c if(x) - /(c) > 0) , 

X — C 

□ 


Definicija 4.2. Za funkciju /:/—>• M kazemo da u c otvorenog intervala 
/CM ima 

a) lokalni maksimum /(c), ako 35 > 0 takav da Vs G / (|x — c| < 5) =^- 

(f(x) < /(c)), 

b) strogi lokalni maksimum /(c) , ako 35 > 0 takav da Vx G / (0 < lx— cl < 
5) => (/(x) < /(c)), 

c) lokalni minimum /(c), ako 35 > 0 takav da Vx G / (|x — c| < 5) 
(f(x) > /(c)), 

d) strogi lokalni minimum /(c), ako 35 > 0 takav da Vx G / (0 < |x — c| < 
5) =► (/(x) > /(c)). 

Takve tocke zovemo tockama lokalnih ekstrema, odnosno, strogih lokal- 
nih ekstrema. 

Lema 4.2 (Fermat). Neka f : I — > M u tocki c otvorenog intervala /CM 
ima lokalni ekstrem. Ako je f diferencijabilna u c, onda je /'(c) = 0. 

Dokaz: Neka / ima u c lokalni maksimum. Kada bi bilo /'(c) > 0 onda 
bi postojao 5 > 0 takav da (x G (c, c + 5)) (/(c) < /(x)), tj. / ne 

bi imala lokalni maksimum u c. U slucaju /'(c) < 0 35 > 0 takav da 
(x G (c — 5, c)) (/(x) > /(c)), pa / opet ne bi imala lokalni maksimum u 

c. Dakle, mora biti /'(c) = 0. □ 
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Uvjet da je derivacija u tocki jednaka nuli nije dovoljan da bi u toj tocki 
funkcija imala lokalni ekstrem. Tocke iz otvorenog intervala u kojima je de- 
rivacija jednaka nuli nazivamo stacionarnim tockama. 


Primjer 4.8. Za funkciju /(x) = x 3 je /'(x) = 3x 2 , tj. /'( 0) = 0, ali / nema 
lokalni ekstrem u 0 jer je / strogo rastuca na M. 


Teorem 4.6 (Rolle 1 ). Neka je f : I M. diferencijabilna na otvorenom 
intervalu I C M. i neka za a,b G / , a < b, vrijedi f(a ) = f(b) = 0. Tada 
3c 6 (a, b) takav da je f'{c ) = 0. 


Dokaz: Buduci da je funkcija / neprekidna na segmentu [a, b\ C J,onda ona 
poprima minimum m i maksimum M na tom segmentu (B-W teorem). 

Ako je m = M onda je / konstantna funkcija na tom segmentu, pa je 
/'(c) = 0, Vc G (a, b). Pretpostavimo da je m < M . Onda se barem jedna od 
till vrijednosti poprima unutar intervala (a, b), i pretpostavimo da je to M, 
tj. 3 xm £ (a, 6), M = /(%). Sada po lemi 4.2. je /'(%) = 0, tj. c = xm 
je trazena tocka. □ 


Teorem 4.7 (Lagrange 2 ). Neka je /:/—>■ M ; diferencijabilna na otvorenom 
intervalu I C M i neka su a,b G / , a < b. Tada 3c G (a, b) takav da je 
/0) - /(«) = /'(c)(6- a). 


Dokaz: Neka je funkcija g : / — y M zadana s g(x) = f{x)—f{a)~ ^ b ^ h J^ (x— 

a). Funkcija g je diferencijabilna na / i g'(x) = fix) — , Vx G /. 

Takoder je g(a) = g{b ) = 0, pa g zadovoljava sve uvjete Rolleovog teorema, 
tj. 3 c G (a, b ) takva da je 0 = g\c) = f'(c ) - f(b) b Z f a {a) • □ 


1 Michel Rolle (Ambert, 21. travanj 1652. Paris, 8. studeni 1719.) francuski mate- 
maticar 

2 Joseph Louis Lagrange [Giuseppe Lodovico Lagrangia] (Turin [Sardinija] 25. sijecanj 

1736.- Paris, 10. travanj 1813. , talijansko-francuski matematicar 
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Geometrijska interpretacija Lagrangeovog 
teorema srednje vrijednosti kaze da za svako 
a,b G / i sekantu koja prolazi tockama 
(a, /(a)) i ( b,f(b )) na grafu T(f) funkcije 
/ postoji tangenta s diralistem (c, /(c)) na 
grafu T (/) koja je paralelna s tom sekantom. 
Naime, jednakost iz Lagrangeovog teorema 
moze se pisati kao 

f (r] = /(» ~ f{a) 


a to je upravo jednakost koeficijenata smjera 
tangente i sekante. 

Postoji nekoliko slicnih, ali u nekim detaljima razlicitih, formulacija Rol- 
leovog i Lagrangeovog teorema. Ako je / : [a, b] — » M, onda se pretpostavlja 
njena neprekidnost na [a, b] i diferencijabilnost na ( a,b ). Neprekidnost na 
segmentu [a, b] je dovoljna za primjenu Bolzano- Weierstrassovog teorema u 
dokazu Rolleovog teorema, a stacionarna tocka je i onako iz otvorenog inter- 
vala (a, b), pa je dovoljno pretpostaviti diferencijabilnost na (a, b). 

Takoder, nekada se tocka c G (a, b) pise u obliku c = a+d(6— a), A G (0, 1). 

Sada cemo dokazati da za funkciju diferencijabilnu na otvorenom intervalu 
/ C M, njena derivacija /':/—)■ M definirana s ( f')(x ) = f'(x), \/x G /, ne 
moze biti bilo kakva funkcija. 



Teorem 4.8. Neka je f \ I M diferencijabilna na otvorenom intervalu 
I C M i neka funkcija f : I — > M ima u tocki c G / limes slijeva (limes 
zdesna). Tada je f neprekidna slijeva (zdesna) u c. 


Dokaz: Neka je x G /, x < c, pa po Lagrangeovom teoremu srednje vrijed- 
nosti postoji tocka c x G (x, c) takva da vrijedi f(x) — /(c) = f'(c x )(x — c). 
(%\ — j~ (c) 

Odatlc je = f'(c x ). Po pretpostavci postoji lim f'(x). No, 


x — c 


tada je lim fix) = lim f(c x ), odnosno, zbog postojanja f(c) vrijedi 


lim f{x) = lim 


fix) - /(c) 


= lim 


fix) - /(c) 


x 


X 


= f(c). 


□ 


Interesantna je slijedeca posljedica. 


Korolar 4.2. Ako realna funkcija f ima derivaciju f na otvore?iom intervalu 
I Cl, onda funkcija f nema prekida prve vrste na I . 

Zadatak 4.1. Pokazite za funkciju / : M — > M definiranu s fix) = x 2 sin(-) 
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za x 7^ 0 i /( 0) = 0 da je diferencijabilna na I i da joj je derivacija /' 
neprekidna na I \ {0}, auO ima prekid (druge vrste). 

4.5 Monotonost i derivacija funkcije 

Teorem 4.9. Neka je f : I —> I, diferencijabilna na otvorenom intervals, 
I Cl. Funkcija f raste na I ako i samo ako je f'(x) > 0, Vx G /. Funkcija 
f pada na I ako i samo ako je f'(x) < 0, Vx G /. 

Dokaz: Neka / raste na /, tj. Vxj , x 2 G / (x i < x 2 ) =>• (/(xi) < /(x 2 )). 
Kada bi postojala tocka c G / takva da je f'(c ) < 0, onda bi po lemi 4.1. 
postojao 5 > 0 takav da vrijedi (x G (c — 5, c)) (/(x) > /(c)), a to je u 

suprotnosti s rastorn funkcije. Dakle, /'(x) > 0, Vx G /. 

Obratno, neka je /'(x) > 0, Vx G /. Neka su xi,x 2 G I, x\ < x 2 . Po 
Lagrangeovom teoremu srednie vriiednosti 3c G (xi,x 2 ) tako da je f(x 2 ) — 
f{x i) = f(c)(x 2 - Xi) > 0, tj. /(xi) < /(x 2 ). 

Druga tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje za funkciju — /. q 

Uvjet da je /'(x) > 0, Vx G /, je dovoljan za strogi rast funkcije / na /, 
ali taj uvjet nije nuzan. To pokazuje primjer funkcije /(x) = x 3 , Vx G I. 
Naime, ta je funkcija strogo rastuca, ali /'( 0) = 0. Nuzan i dovoljan uvjet 
dan je u sljedecem teoremu. 

Teorem 4.10. Neka je /:/—>■ M ; diferencijabilna na otvorenom intervalu 
I C I i neka je S = {x G /; /'(x) = 0}. Funkcija f strogo raste (pada) na 
I ako i samo ako skup S ne sadrzi otvoreni interval i /'(x) > 0 (f'(x) <0), 
Vx G / \ S'. 

Dokaz: Neka / strogo raste na /. Po prethodnom teoremu vrijedi f'(x ) > 0, 
Vx G /. Kada bi postojao otvoren interval J 0 C S', onda bi Vxi,x 2 G Jo, 
xi < x 2 postojao c G (xi,x 2 ) takav da je /(x 2 ) — /(x i) = /'(c)(x 2 — xi) = 0, 
a to je suprotno pretpostavci o strogom rastu funkcije / na /. Dakle, skup 
S' ne sadrzi interval. 

Pretpostavimo sada da je /'(x) > 0, Vx G / \ S' i da S' ne sadrzi interval. 
Zbog /'(x) > 0, Vx G S', prema teoremu 4.9. funkcija / raste na /. Kada 
bi postojale tocke xi,x 2 G /o, x\ < x 2 , takve da je /(x i) = /(x 2 ), onda bi 
zbog rasta funkcije / za svaki x G (xi,x 2 ) vrijedilo /(xi) < /(x) < /(x 2 ), tj. 
/(x) = /(xi) = /(x 2 ). Tada bi funkcija bila konstantna na intervalu (xi, x 2 ), 
tj. (xi,x 2 ) C S, sto se protivi pretpostavci. □ 

Sada smo u mogucnosti opisati dovoljne uvjete za lokalne ekstreme dife- 
rencijabilnc funkcije pomocu njene derivacije. 
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Teorem 4.11. Neka je /:/—>■ M, diferencijabilna na otvorenom intervalu 
ICR. 

1. Ako je c E /, /'(c) = 0 i ako 35 > 0, (c — 5, c + 5) C I , tako da 

(x e (c — 5, c)) => (/'(x) >0) i (x G (c, c + 5 )) =► (f(x) < 0), 

onda f ima u tocki c strogi lokalni maksimum. 

2. Ako je c G I, /'(c) =01 ako 35 > 0, (c — 5, c + 5) C /, tako da 

(x e (c - 5, c)) =► (/'(x) < 0) i (x e (c, c + 5)) (/'(x) > 0), 

onda f ima u tocki c strogi lokalni minimum. 

Dokaz: 1. Neka je /'(c) = 0 i (x G (c — 5, c)) =>• (/'(x) > 0) i (x G 
(c, c + 5)) =>■ (/'(x) < 0). Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti 
Vx G (c — 5, c + 5) 3t izmedu c i x tako da vrijedi /(c) — /(x) = f'(t)(c — x). 
Sada, za x G (c — 5, c) imamo x < t < c, pa je fit) > 0. Stoga je 
/(c) — /(x) = f'(t)(c — x) > 0. Za x e (c, c+ 5) je c < t < x, pa je /'(t) < 0, 
odakle slijedi /(c) — /(x) = /'(t)(c — x) > 0. Dakle, Vx G (c-5,c + 5), x/c, 
je /(x) < /(c), tj. / u c ima strogi lokalni maksimum. Slucaj 2. slijedi iz 1. 
zamjenom / s — /. □ 


Primjer 4.9. Ispitati lokalne ekstreme i naci intervale monotonosti funkcije 

= IT?- 


Funkcije / i /' su definirane na M i /'(x) 


1 — x 2 

(1 + x 2 ) 2 ’ 


Stacionarne tocke su x\ = — 1 i x 2 = 1. 


Zbog /'(— 2) < 0 funkcija pada na (oo, —1), zbog /'( 0) = 1 / raste na 
(— 1, 1) i zbog /'( 2) < 0 / pada na (1, +oo). 

Stoga imamo lokalne ekstreme: min(— 1, — |) i max(l, |). 




(-00,-1) 

(-1,1) 

(l,oo) 

f 

- 

+ 

- 

f 

\ 


\ 
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Primjer 4.10. Ispitati lokalne ekstreme i naci intervale 
monotonosti funkcije f(x) = \x A — x 3 — 2x 2 + 1. 

Funkcije / i f su definirane na M i 

f'(x) = x 3 — 3x 2 — Ax = {x 2 — 3x — 4)x. 

Stacionarne tocke su x x = —1, x 2 = 0 i x 3 = 4. 

Vrijednosti derivacije izmedu stacionarnih tocaka 
su /'(- 2) = -12, /'(-§) = |, /'( 1) = -6. 

Lokalni ekstremi su: min(— 1, |), max(0, 1), 

min(4, —31). 



(-00, -1) 

(-1.0) 

(0.4) 

(4,oo) 

f’ 

- 

+ 

- 

+ 

f 

\ 


\ 




4.6 Taylorov teorem srednje vrijednosti i pri- 
mjene 


Definicija 4.3. Neka je / C M otvoren interval i /:/—>■ M ima n-tu 
derivaciju na I. Za c G / polinom 

T n (x) = /(c) + J2 - C ) fc ’ x e ( 4 - 22 ) 

k=l 

zovemo Taylorov 1 polinom n-tog reda za funkciju / u tocki c, a funkciju 

Rn{x) = f(x) - T n (x) , x e /, (4.23) 


zovemo n-ti ostatak funkcije / u c. 


Lagrangeov teorem srednje vrijednosti ima sljedece uopcenje. 


Teorem 4.12. (Taylor) Neka je I C M otvoren interval i neka /:/—>■ M, 
jma derivaciju n + l-vog reda na I . Neka je c e / iT n Taylorov polinom za 
f u tocki c definiran s (j.22). Tada \/x G /, 3c x izmectu c i x, tako da je 


Rn(x) 


f {n+l \c x ) 
(■ n + 1 )! 


c) n+1 , (Lagrangeov oblik ostatka). 


(4.24) 


1 Brook Taylor (Edmonton, 18. kolovoz 1685.- London, 30. studeni 1731.) engleski 
matematicar 
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Dokaz: Za cvrsto x 6 I, x ^ c, definirajmo funkciju F : / — > M formulom 

F(() = /W - m - E - tf - A (X ~^ , (4.25) 

gdje je 


A = 


(n + 1)! 
{x - c) n+1 


m - m - ± RM (x _ 


k = 1 


fc! 


(4.26) 


Lako je provjeriti da je F(x) = 0, a zbog (4.26) vrijedi F(c) = 0. Nadalje, 

(x — t) n 


F'm = - s\t ) - e 


k = 1 




A:! 

(x — t) r 
n\ 


(k~ 1 )! 

[A-f( n+1 \t)] . 


+ A- 


n\ 


Iz Rolleovog teorema srednje vrijednosti zakljucujemo da 3 c x strogo izmedu 
c i x takav da vrijedi F'(c x ) = 0. To povlaci da je A = / ( - Tl+1 ' ) (c a ;), sto pomocu 
(4.26) daje (4.24). □ 


4.6.1 Odredivanje ekstrema pomocu derivacija viseg 
reda 

U proslom teoremu pokazali smo da je f'(c ) = 0 nuzan uvjet za postoja- 
nje lokalnog ekstrema diferencijabilne funkcije / u tocki c. Sada cemo dati 
dovoljan uvjet za lokalne ekstreme pomocu derivacija viseg reda u tocki c. 

Teorem 4.13. Neka je I CM otvoren interval, f : I — > / G Cd n+1 ' ) (J). 

Neka je c G / stacionarna tocka, tj. f'[c ) = 0. Ako postoji n 6 N, takav da 
\/k & {1, . . . , n} vrijedi f^ k \c) = 0 i / (n+1 ' l (c) ^ 0 ; tada u slucaju 

1. kada je n + 1 paran broj i f^ n+1 \c) > 0 , f ima u c strogi lokalni 
minimum, 

2. kada je n + 1 paran broj i / ( - n+1 ^(c) < 0, / ima u c strogi lokalni 
maksimum, 

3. kadaje n + 1 neparan broj, f nema u c lokalni ekstrem (ima horizontalnu 
infleksiju). 
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Dokaz: Pretpostavimo da je nastupio 1. slucaj. Tada zbog neprekidnosti 
f{n+i) u tocki c 35 > 0 takav da Va: G (c — <5, c + 5) vrijedi f^ n+1 \x) > 0. 
Po Taylorovom teoremu srednje vrijednosti, Wx G (c — 5, c + 5) 3c x izmedu 
c i x tako da je f(x) = /(c) + ( x ~ c ) n+1 > /(c) (zbog parnosti 

eksponenta n + 1). Dakle, / ima u c strogi lokalni minimum. Slucaj 2. se 
dokazuje analogno. 

U 3. slucaj u, zbog neparnosti eksponenta n + 1, na razlicitim stranama 
od c vrijednost od f ( ' n+1 \c x )(x — c) n+1 ima razlicite predznake, tj. u c nije 
lokalni ekstrem funkcije /. □ 

Primjer 4.11. Ispitati lokalne ekstreme funkcije f(x) = - { x A — x 3 — 2x 2 + 1. 
Funkcije /, /' i f" su definirane na M. 

Imamo f'(x) = x 3 — 3x 2 — 4x = (x 2 — 3x — 4)x i f"(x) = 3a: 2 — 6a: — 4. 
Stacionarne tocke su x\ = —1, X 2 = 0 i 3:3 = 4. 

Vrijedi /"(— 1) = 5 > 0, /"( 0) = — 4 < 0, /"(4) = 20 > 0, pa su tocke 
lokalnih ekstrema: 

min(— 1, i), max(0, 1), min(4, —31). 

Primjer 4.12. Ispitati lokalne ekstreme funkcije f(x ) = x A e~ x2 . 

Funkcije /, /' i f" su definirane na M. 

f{x) = e~ x2 (4x 3 — 2x 5 ) 

f"(x) = e~ x2 (4x 6 — 18a: 4 + 12a: 2 ) 

/'"( x) = e~ x2 (—8x 7 + 60a: 5 - 96a: 3 + 24a:) 

/( 4 )(a:) = e~ x2 (16x s - 176a: 6 + 492a: 4 - 33612a: 2 + 24) 

Stacionarne tocke su x\ = —y/2, 
x 2 = 0 i x 3 = V2. 

Vrijedi f"(-V 2) < 0, /"( 0) = 0, 

/'"( 0) = 0, 0) = 24>0, 

n-v 2 ) < 0 , 

pa imamo lokalne ekstreme: max(— \/2, 4e -2 ), min(0,0), max(y / 2, 4e" 2 ). 
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Primjer 4.13. Funkcija f(x) = 
vrijedi /^(0) = 0, Vn G N. 


’ za X ^ 0 je klase 
, za x = 0 


To slijedi iz lim P ( —) e ^ = 0, za svaki polinom P (vidi primjer 3.3). 
Upravo su toga oblika i limesi pomocu kojili se racuna derivacija f^ n \ 0). 


Dakle, tu nije moguce primijeniti prethodno pravilo za odredivanje eks- 


trerna. Medutim, pomocu prve derivacije fix) = 

y 0 , za x = 0 

vidi da / ima u tocki 0 strogi lokalni minimum (nacrtaj graf). 


\e ^ , za x ^ 0 


se 


4.6.2 Konveksne funkcije, infleksija 


Definicija 4.4. Za realnu funkciju / kazerno 
da je konveksna na intervalu / CM, ako 

/w j. (xi+x 2 \ ^ f{x!) + f(x 2 ) 

(yx 1 ,x 2 el) f I I < 

(4.27) 

Funkcija / je strogo konveksna ako u 

(4.27) za x\ 7^ x 2 vrijedi stroga nejednakost. 



Funkcija / je konkavna ako vrijedi 


(\/x 1 ,x 2 e /) > 


f(x i) + fjx 2) 
2 


(4.28) 


a strogo konkavna ako u (4.28)za x\ ^ x 2 vrijedi stroga nejednakost. 


Teorem 4.14. (Jensenova nejednakost) Neka je /':/—> M funkcija defini- 
rana na otvorenom intervalu I CM. Funkcija f je neprekidna i konveksna 
na I ako i samo ako vrijedi nejednakost 


(V xi, x 2 e /), (Vt G [0, 1]), f((l-t)x 1 +tx 2 ) < {l-t)f(xi)+tf(x 2 ). (4.29) 
Ako jednakost u (j.29) vrijedi za neko t e (0,1), onda jednakost vrijedi 

vt e [0, 1]. 
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Dokaz: Neka je / neprekidna i konveksna na /. Za bilo koje x 3 ,x 2 G / 
definirajmo neprekidnu funkciju g : [0, 1] — > R s 

9 (t) = /(( 1 - t)x 1 + tx 2 ) - (1 - t)/(xi) - tf(x 2 ), Vt G [0, 1], (4.30) 

Zclimo dokazati da je g{t) < 0, Vf G [0, 1]. Pretpostavimo suprotno, tj. neka 
g postize svoj maksimum u tocki c i neka je g(c) > 0. Zbog p(0) = g( 1) = 0 
je c G (0, 1). Neka je 5 = min{c, 1 — c}, tj. segmenti [c — <5, c + 5] i [0, 1] imaju 
barem jedan zajednicki rub. Iz konveksnosti funkcije / slijedi konveksnost 
funkcije g , pa vrijedi 


9{c) = g 


(c - 5) + (c + 5) \ g(c - 8) + g(c + 5) 


< 


(4.31) 


Buduci da je g(c — S) — 0 ili g(c + 5) = 0, to je desna strana od (4.31) strogo 
manja od g(c), sto je kontradikcija s cinjenicom da je g{c) > 0 maksimum. 
Dakle, vrijedi g(t ) < 0, Vt G [0, 1]. 

Ako je g(c) = 0 za neko c G (0, 1), onda za izbor S > 0 takav da vrijedi 
[c — S, c + S\ C [0, 1], iz (4.31) slijedi g(c — 8) + p(c + 5) = 0. Zbog g(c — S) < 0 
i g(c + 5) < 0, to povlaci g{c — £) = 0 i g(c + 5) = 0. Iz toga slijedi da je 
g(t) = 0, Vt G [0, 1], tj. jednakost u (4.29) tada vrijedi za svako t G [0, 1]. 

Neka za funkciju / vrijedi Jensenova nejednakost (4.29). Za xi,x 2 , x 3 G I, 
x t < Xr, < x 2 imamo x 3 = X2 ~ X3 xi + X3 ~ Xl x 2 . Iz Jensenove nejednakosti (4.29) 
za t — dobivamo f(x 3 ) < X2 ~ X3 f (x i) + X3 ~ Xl f(x 2 ). Odatle je 

X2~ X\ J \ oj — x2~Xi J ' X2~X\ J \ J 


/(* 3 )-/(*r) < ^ - l) /(.r,) • — - —f {■<'•>) = b/1 ./ (-'"i ))— ~ ~ 

\X 2 — Xi J x 2 — Xi x 2 — X\ 

sto daje 

f(x 3 ) ~ f(x i) < f(x 2 ) - f(x i) 

X 3 ~ Xi ~ X 2 — X] 

Analogno se dobije nejednakost 

f(x 2 ) - fix i) < f(x 2 ) - f(x 3 ) 
x 2 - Xi “ x 2 - x 3 


Dakle, \/xi, x 2 ,x 3 G /, X\ < x 3 < x 2 vrijedi 

f(x 3 ) ~ f(xi) < f(x 2 ) ~ f(x 1 ) < f(x 2 ) - f(x 3 ) 


x 3 - Xi 


x 2 - Xi 


X 2 - x 3 


(4.32) 
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Uzmimo bilo koju tocku c G / i 5 > 0 takav da je (c — S, c + S) C I. 
Definirajmo funkcije 

r f(c)~f(c-8) , _ \ _|_ y / \ . x < c 

1 /(e+<5)— /(c) ( \ | £ [ \ ^ ’ 

I — — | J ; (x — c) + / (c) ]C<X 

f(c+S)-f(c) ^ __ ^ ;x<C 

f(c)-f(.c-5) __ ^ - iC < X 

Pokazimo da za x G (c — c + J) vrijedi /r(x) < /(x) < g(x). Za 
x = c je /r(c) = /(c) = g(c). Ako je x G (c — 5, c), onda iz (4.32) za 
x 3 = x, xi = c — <5 i x 2 = c imamo Ac)-f(c-s) < Odatle je /(x) < 

f(c)-f{c-s) _j_ Za x 3 = c, Xi = x i x 2 = c + 5 imamo 

Mz/M < Rc+s)-m ^ a odatle ^ = /(c+a)-/(c) _ c ) + y( c ) < /( x ). 

Analogno, za x G (c, c + 5), iz (4.32) za x 3 = x, Xi = c i x 2 = c + 5 imamo 
< A C+<5 )^A C ) . Odatle je /(x) < Ac+<b-/(c) (^ — c) + /(c) = g(x). 

Za Xi = c — S, x 3 = c, x 2 = x i imamo Ac)-f(c-S) < a odatle 

/r(x) = - (^ — c) + /(c) < /(x). 

Teorem 3.3 o sendvicu za limes funkcije daje lim/(x) = /(c). n 

X^C ^ 




Napomena 4.1. Otvorenost intervala u prethodnom teoremu je nuzna da bi 
Jensenova nejednakost povlacila neprekidnost funkcije. To se vidi iz primjera 
funkcije / : [0, +oo) Giza koju je /( 0) = 1 i /(x) = 0 za x > 0. 

Teorem 4.15. Neka je f : I —> R diferencijabilna funkcija na otvorenom 
intervalu I CM. Funkcija f je konveksna na I, ako i samo ako je njena 
derivacija f rastuca funkcija na I . 

Dokaz: Neka je / konveksna na otvorenom intervalu /. Zbog neprekidnosti 
funkcije / i teorema 4.14 za / vrijedi Jensenova nejednakost (4.29). Odatle, 
kao u dokazu teorema 4.14 za bilo koje xi,x 2 ,x 3 G /, X\ < x 3 < x 2 imamo 
nejednakost (4.32). Ako u (4.32) prvo predemo na lim , a zatim na lim , 

X3~tXi X3^X2 

dobivamo nejednakost 

f ( x o < EALJEil < f{X2h 

x 2 - Xi 

tj. (xi < x 2 ) (/'(x i) < /'(x 2 )). Dakle, /' je rastuca funkcija na /. 
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Obratno, neka je /' rastuca funkcija na I. Uzmimo po volji xi,x 2 G /, 
x\ < X 2 - Po Lagrangeovom teoremu srednie vriiednosti 3ci G (x\, Xl + X2 ) i 
3c 2 G {**¥*■, x 2 ) takvi da je 


/ 


Xi + x 2 


-f( x l) = /'(Cl ) * 2 „ Xl i f(x 2 )-f 


Xi + x 2 


) = f(c 2 ) 


X 2 ~ X\ 


Zbog (ci < c 2 ) =► (/'(ci) < f(c 2 )) i a; 2 - xi > 0 vrijedi 


1 

2 

odakle slijedi 


/ 


+ rr 2 


/ 


f( x i) 


< 


/(® 2 ) - / 


+ x 2 




tj. / je konveksna funkcija na /. 


□ 


Korolar 4.3. Neka je /:/—)■ M dua puta diferencijabilna funkcija na 
otvorenom intervalu I Cl, Funkcija f je konveksna na I ako i samo ako je 
}"{x) > 0, \/x G /. 

Dokaz: Po prethodnom teoremu / je konveksna na / ako i sarno ako je f 
rastuca na /, a to vrijedi onda i sarno onda ako je f"(x) > 0 , Vx G /. □ 

Definicija 4.5. Neka je / C R otvoren interval i /:/—>■ M. Tocka c G / 
je tocka infleksije ili prijevojna tocka. ako postoji 5 > 0 takav da je na 
intervalu (c — <5, c) funkcija / strogo konveksna, a na intervalu (c, c + 5) je / 
strogo konkavna ili obratno. Jos kazerno da je tocka (c, /(c)) tocka infleksije 
grata funkcije /. 

Teorem 4.16. Neka je f : I — * M dua puta neprekidno diferencijabilna 
funkcija na otvorenom intervalu / CI* nefca je c G / izolirana nultocka od 
f", tj. f"(c ) = 0 i f"{x) ^ 0 na nekom intervalu oko c. Tocka c je tocka 
infleksije funkcije f ako i samo ako funkcija fl ima u c strogi lokalni ekstrem. 

Dokaz: Neka je / strogo konveksna na (c—S, c) i strogo konkavna na (c, c+<5). 
Tada f strogo raste (pada) na (c — S, c) i strogo pada (raste) na (c, c + 5 ) , 
tj. f ima strogi lokalni maksimum (minimum) u c. 

Obratno, neka f ima u c strogi lokalni maksimum. Tada 35 > 0 takav 
da f" > 0 na (c — 5, c) i f" < 0 na (c, c + 5). Stoga je / strogo konveksna na 
(c — 5, c) i strogo konkavna na (c, c + 5). □ 
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Primjer 4.14. Ispitati lokalne ekstreme i tocke infleksije funkcije f(x) = 

-X 2 

e . 

Funkcije /, /' i f" su definirane na M. 
f(x) = —2xe~ x2 
f"(x) = (Ax 2 — 2)e~ x 2 

Stacionarna tocka je x\ = 0. Moguce tocke 
infleksije su s 2 = — y i S 3 = y. 

Vrijednosti /"(— 1) > 0, /"( 0) < 0, f"(l) > " 3 
0 , max( 0 , 1 ) odreduju konveksnost i konkav- 
nost u intervalima izmectu tocaka infleksije. 




(-OO, -V?) 


( 0 ,^) 

(^, 00 ) 

f” 

+ 

- 

- 

+ 

f’ 

+ 

+ 

- 

- 

f 



\ 

\ 


s. konv. 

s.konkav. 

s. konkav. 

s. konv. 


Primjer 4.15. Ispitati lokalne ekstreme i tocke infleksije funkcije f(x ) 
Funkcije f,f i f" su definirane na M. 


x 

1 + x 2 


f( x ) = (i+?p 

£//( \ _ 2x(x 2 -3) 

J \ X ) — (1 +x 2)3 

Stacionarne tocke su X\ — — 1 i x 2 
Moguce tocke infleksije su £3 = — 



x 4 = 0 i x 5 = \/3. 


Vrijednosti druge derivacije izmedu tocaka infleksije su: f"(— 2) > 0, 
/"( 0 ) < 0 , /"( 1 ) > 0 , a jedini lokalni ekstrem je max( 0 , 1 ). 



(- 00 , -V3) 

(-V3,-l) 

(- 1 , 0 ) 

(0,1) 

(1,V3) 

(V3, 00 ) 

f” 


+ 

+ 



+ 

f’ 



+ 

+ 



f 

\ 

\ 

V 

V 

\ 

\ 


s. konkav. 

s. konvek. 

s. konvek. 

s. konkav. 

s. konkav. 

s. konvek. 
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4.6.3 Okomite i kose asimptote na graf funkcije 

Definicija 4.6. Neka je I C M otvoren skup i /:/—>■ M funkcija ciji je 
graf Tf C R x M. Kazemo da je pravac p asimptota na graf funkcije T f, ako 
udaljenost izrnedu pravca i tocke T e T f tezi k 0 kako se tocka T beskonacno 
udaljava od ishodista. 


Graf T f ima okomitu asimptotu u rubnoj tocki podrucja definicije c G M 
ako je lim f(x) = ±oo. 

Graf T f funkcije /:/—>• M ima kosu ili horizontalnu asimptotu y = kx + l 
u ±oo, ako je 


1. (a, +oo) Cl za neko a € I, 

2. lim — ^ = lim f'(x) = k £ 

tc— >-+oo X X — ^+oo 


1’. (—oo, a) C I za neko a £ I, 

f(x) 


2’. lim 


= lim f'{x) = k £ R, 


x — y — oo 


x — y — oo x 

3’. lim ( f(x ) — fccc) = l £ 

x — y — oo 

Primjer 4.16. Ispitaj tok i nacti asimptote 


3. lim (f(x) — kx) = l £ 

x->-\-oo 


funkcije f(x ) = 


\/a; + 1 


x 


1. Prirodna domena funkcije je 

P(/) = [-l,0)U(0,+oo). 

2 - /'(*) = ~^$§Tv * e V(f). 


\Jx + 1 \Ac + 1 

4. inn = — oo , inn 

>0— X x-»-0+ X 

+oo. Dakle, / ima asimptotu u 0. 



[-1, ,0 > 

(0, oo) 

f’ 

- 

- 

f 

\ 

\ 


Primjer 4.17. Ispitaj tok i nacti asimptote 
funkcije f(x) = _ 2 3 . 

OC Z 

1. Prirodna domena funkcije je T>(f) = 

K\{2} 

2 ' f 'W = X \x-2)i 3 ' X€V{f) ' 

Stacionarne tocke su x\ = 1 i — 3. 
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, x 2 3 — 3 x 2 — 3 

lim = — oo , lim = +oo. 

x->2- x — 2 > 2 + x — 2 

Dakle, / ima okomitu asimptotu u 2. 

, x 2 — 3 x 2 — 3 2x — 1 

lim — = 1 , lim x — lim = 2, tj. 

£—>■±00 X\X — 2) x— >±oo x — 2 x— >±oo x — 2 

y = x + 2 je kosa asimptota u ± 00 . 



(-00,1) 

(1.2) 

(2.3) 

(3, + 00 ) 

f’ 

+ 

- 

- 

+ 

f 


\ 

\ 



4.6.4 Svojstva konveksnih funkcija 

Definicija 4.7. Neka je / C M otvoren interval i /:/—>• M. Kazemo da / 

j ' — f (c) 

ima u tocki c G / lijevu derivaciju ako postoji f'_(c) = lim , 

x tc x — C 

j~ (%} — f (c) 

odnosno desnu derivaciju ako postoji /1(c) = lim ; . 

x->c+ x — c 

Napominjemo da treba razlikovati /1(c) od limesa s lijeva derivacije 
/'(c— ), odnosno //(c) od limesa s desna derivacije /'(c+) 


Teorem 4.17. Neka je I C M otvoren interval i f : I — > M neprekidna i 
konveksna funkcija na I . 


1. U svakoj tocki x G / funkcija f ima lijevu f'_{x) i desnu f' + {x) desnu 
derivaciju, te vrijedi f'_{x) < f' + {x). 

2. Funkcija x t-)- f'_{x) je rastuca i neprekidna slijeva na I, a funkcija 
x 1 — ^ f' + (x) je rastuca i neprekidna zdesna na I . 

3. Funkcija f ima derivaciju na I\J, gdje je J C / najvise prebrojiv skup. 


Dokaz: Za a < x\ < x 3 < x 2 < b, kao n dokazu teorema 4.14., vrijedi 

/(x 3 ) - f(x 1) < f(x 2 ) - f{x 1) < f{x 2 ) - f(x 3 ) 

x 3 - Xi ~ X 2 - Xi - x 2 - x 3 

1. Neka je c G / bilo koja tocka. Za x 2 = c, x\ = c — s i x 3 = c — t desna 
nejednakost u (4.33) daje 


/(c) - f(c 


s) 


/(c) - 


s 


t 


(0 < t < s ). (4.34) 
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Za xi = c, x 3 = c + t i x 2 = c + s lijeva nejednakost u (4.33) daje 
/(c + f) - /(c) < /(c+s) - /(c) (0 < i < „). 

t - S y J 

Zbog 


/(c) = f 


(c + t) + (c - t) 


< 2 ifi c + t ) + f(c-t)\ 


=► /(c) - f(c -t)< f{c + t)~ /(c). 
Odatle, dijeljenjem s t i upotrebom (4.34) i (4.35) dobivamo: 


/( c ) ~ /(c-t) < /(c + g) - /(c) 


(0 < t < s ). 
/(c) - /(c-t) 


(4.35) 


(4.36) 


pada na 


Iz (4.34) slijedi da funkcija definirana s F(t) = 

intervalu (0,e) za neki e > 0. Prema teoremu 3.26. iz M.A.I. padajuca 
funkcija ima limes zdesna u 0, tj. postoji F(0+) i 

F( 0+) = lim F(t) = lim AtAAzD = lim A zAz M = f (C ). 

v ’ t-> 0+ v ; i-40+ t -t-y 0- -t 


Analogno, iz (4.35) dobivamo egzistenciju //(c). Za t — » 0+ u (4.36) i onda 
s ->• 0+ slijedi //(c) < //(c). 

2. Neka je x < y (x, y e /). Iz vanjske nejednakosti u (4.33) za ap = x, 
X 2 = y i X 3 = x + t = y — t slijedi: 

Lijeva strana od (4.37) je veca od f' + (x), a desna strana manja od f_(y), 
pa je f' + {x) < f'_(y). Buduci da je u tocki 1. pokazano f'_{x) < f' + (x) i 
f-(y ) < f+(y) imamo 

(* < y) =► < f'-( y )), (//(*) < 4(y)), (//(*) < //(y)), (4.38) 


tj. funkcije f'_ i // su rastuce na /. 

Pokazimo da je // neprekidna zdesna na I. Neka je c G / bilo koja tocka. 
Za svaki x G / i dovoljno malo t > 0 imarno: 


f' + (x) < 


f(x + t ) - /(s) 
t 


(4.39) 


Prelaskom na limes x — > c+ u (4.39), zbog neprekidnosti funkcije /, imamo: 


lim f'Ax) < 

x—>c+ T 


f(c + t) - /(c) 


(4.40) 
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Odavde za t — > 0+ dobivamo: 

lira f+{x ) < /+(c). (4.41) 

X^fC+ 

S druge strane, zbog rasta funkcije f' + je lim x ^ c+ f + {x) > f' + (c). Dakle, 
vrijedi lim x ^ c+ f + {x) = f + (c), tj. f + je neprekidna s desna. Analogno se 
dokazuje neprekidnost slijeva funkcije f'_. 

3. Za x < y ( x , y £ I) imamo 

f.(x) < f + (x) < f_(y). (4.42) 

Prema teoremu 3.16. iz M.A.I. rastuca funkcija f'_ ima najvise prebrojivo 
prekida na intervalu I. Ako je f_ neprekidna u tocki x £ /, onda iz (4.42) za 
y — » x+ dobivamo f'_ (x) < f' + (x) < f'_ (x) , odnosno f_(x) = f'+(x). Dakle, 
/ ima derivaciju u svakoj tocki u kojoj je f_ neprekidna funkcija. □ 


4.6.5 Cauchyjev teorem srednje vrijednosti i 
L’Hospitalovo pravilo 

Sada cemo dokazati tzv. Cauchyjev poopceni teorem srednje vrijednosti za 
dvije diferencijabilne funkcije. 

Teorem 4.18 (Cauchy). Neka su /, g : I — » M, diferencijabilne na otvorenom 
intervalu /CM* neka su a,b e / , a < b. Tada 3 c G (a, b) takav da je 
(/(&) - f( a )) 9 '(c) = ( g(b ) - g{a))f{c). 

Dokaz: Neka je funkcija h : I — > M zadana formulom h(x) = (/(&) — 
f( a ))(g(x) - g(a )) - (f(x) - f(a))(g(b) - g(a)), Vx £ I. Funkcija h je dife- 
rencijabilna na I i h'(x) = ( f(b ) — f(a))g'(x) — f'(x)(g(b) — g(a)), \/x £ L 
Ta.koder je h(a ) = h{b) = 0, pa h zadovoljava sve uvjete Rolleovog teorema, 
tj. 3c 6 (a, b) takav da je 0 = h'(c) = (f(b)~ f{a))g'(c)- f'{c){g{b)-g{a)). □ 

Teorem o limesu kvocijenta funkcija ^ u tocki c £ M podrazumijeva pos- 
tojanje lirnesa obje funkcije u toj tocki i lim a: ^. c g(x) 0. Slijedeci teorem 
predstavlja uopcenje tog rezultata, ali uz odredene uvjete na derivacije funk- 
cija / i g. 

Teorem 4.19. (L’Hospitalovo 1 pravilo) Neka su f i g funkcije definirane na 
I \ {c} C M, neka su diferencijabilne na tom skupu i neka vrijedi 

lim f(x) = 0, lim g(x) = 0, g(x) ^ 0, g\x) /0,Vi6/ \ {c}. 

x—tc X^C 

1 Guillaume Franois Antoine Marquis de L’Hospital (Paris, 1661. Paris, 2. veljaca 
1704.) francuski matematicar 
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Ako je lim ^ [ 
x^-c g'fx 


L tada je lim 

x—tc 


f(x) 

g(x) 


L. 


Dokaz: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su funkcije / i 
g neprekidne na / i da je /(c) = g(c) = 0. Iz Cauchyjevog teorema srednje 
vrijednosti 4.18. za svaki x G / \ {c} vrijedi: 


f(x) = fjx j - /(c) = f'(c x ) 
g(x) g(x) - g(c ) g'(c x ) ’ 


(4.43) 


gdje je c x izmedu c i x. Sada zbog x — > c vrijedi c x — > c iz cega slijedi tvrdnja 
teorema. □ 


Korolar 4.4. Ako funkcije f,g imaju n-tu derivaciju na skupu I \ {c} C M 
i ako vrijedi 


lim f (k \x) = 0, lim g^ k \x) — 0, (k — 0, 1 , . . . , n — 1), 


g {) i x ) ~f~ 0,Vx e I\{c}, (k = 0,1,..., n). 

Ako je lim 4-T7T = L tada J e lim 44 = L - 
x-+cgi n ){ X ) X^cgfx) 

Dokaz: Slijedi rekurzivnom primjenom teorema 4.19. 


□ 


Napomena 4.2. Teorem4.19. i korolar 4.4. vrijede i za slucaj jednostranih 
lirnesa u c (dokaz je isti), a takoder i za c = ±oo. Posljednje slijedi iz 

fi X ) /(y) (/(^)) / / / (^)( — ^ 2 ) f^) 

l im J v ' = lim — — = lim — = lim - — = hm v ; 

<?(*) 2/^0+ ^(1) V-+0+ fo(I))' 2/^0+ </(±)(-4,) *-^+00 g ' ix ) ' 

4.7 Neke primjene derivacije 

U ovoj tocki pokazujemo kako se ideje povezane s derivacijom primjenjuju na 
neke prakticne zadace kao sto su numericko rjesavanje nelinearnih jednadzbi 
i aproksimacija funkcija pomocu polinoma. 

4.7.1 Lagrangeov interpolacijski polinom 

Neka je V n skup svih polinoma s realnim koeficijentima stupnja < n oblika 

n 

p ( x ) = a k x k , 

k = 0 
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s realnim koeficijentinm a o, • • • , a n - 

Zadani su uredeni parovi realnih brojeva (xk, fk), (k = 0, 1, . . . ,n), gdje 
su xq < xi < X 2 < ■ ■ ■ < x n cvorovi interpolacije. Nadimo p e V n tako da 
vrijedi 

p(xk) = fi {k = 0 , 1 , . . . , n). ( 4 . 44 ) 

Takav polinom zovemo interpolacijski za parove (x^. f). ) . (k — 0,1, ... ,n). 

Teorem 4.20. Neka su zadani parovi realnih brojeva (. Xk , fk), {k = 0, 1, . . . , n), 
gdje su xq < X\ < X 2 < ■ ■ ■ < x n cvorovi interpolacije. 

Postoji tocno jedan polinom p G V n takav da je 


P(x k ) = fi {k = 0, 1, . . . ,n) . 


Dokaz: (jedinstvenost:) Neka su pi,p 2 G V n interpolacijski polinomi. Tada 
je pi —p 2 G V n jer je V n vektorski prostor. Ocigledno vrijedi (pi — P 2 ) (xk) — 0, 
(k = 0,1,..., n), tj. Pi — P 2 G V n ima n+1 nultocku. Dakle, vrijedi 
Pi- P-2 = 0 . 


(egzistencija:) Egzistenciju dokazujemo pomocu tzv. Lagrangeovih poli- 
noma. Promatrajmo specijalni interpolacijski problem: cvorovi interpolacije 
Xk (k — 0, 1, . . . , n) su kao i prije, a trazimo polinome L t e V n (i — 0, 1, , . . , n) 
tako da vrijedi 


Vi(Xk) &ik 

Znaci L, t e V n ima nultocke xq, ■ ■ ■ , 


j 1 za i — k , 

[0 za i jtz k . 

x^ 1 , Xi + 1 , . . . , x n pa je nuzno oblika 


Li(x) = a(x -x 0 )---(x- Xi-i){x - x i+ i) ■ ■ ■ (x - x n ) . 
Koeficijent a odredujemo iz uvjeta L^xf) = 1 sto daje 

a = 1 / (xi - x 0 ) ■ ■ ■ (xi - Xi-i)(xi - x i+ i) ■■■(x i - x n ) . 


Polinom /)L,; e V n ima svojstvo 


fiI J i\X]f) fi^ik 


fi za i = k , 

0 za i 7 ^ k , 


pa je polinom p = ^” =0 f t L t e V n trazeni interpolacijski polinom. Njega 
mozemo zapisati u tzv. Lagrangeovom obliku: 


*=° *=° j=0{j^i) 3 


Prirodno pitanje je koliko tocno polinom P aproksimira funkciju / u 
tockama koje se razlikuju od cvorova, dakle treba ocijeniti f(x) — P(x) za 
x ^ x k - 

S tom svrhom dokazujemo slijedeci teorem srednje vrijednosti. 
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Teorem 4.21. Neka je a < x 0 < x i < x 2 < • • • < x n < b i funkcija 
f G C n+ 1 [a,b\. Tada za svaki £ G (a, b) postoji x(£) G (a, 5) tako da vrijedi 

m - P(t) = (^ij T / < ” +1) WO) K - *o)K -*!)•••«- *») ■ (4.45) 

Dokaz: Neka je £ 7 ^ a;*, (k = 0, 1, . . . , 77 ), inace je jednakost (4.45). trivijalno 
zadovoljena. Definirajmo pomocnu funkciju 

G(x) = f{x) — P{x) — a(x — a? 0 ) • • • (x — x n ) , x G [a, b] , (4.46) 

gdje je a G 1 za sada neodreden. Ocigledno vrijedi G(xk) = 0 (k — 
0,1,..., n) neovisno o izboru a. Izaberimo a tako da vrijedi G(£) = 0. 

Zbog ^ 7 ^ Xk, funkcija G ima u [a, b] n + 2 razlicite nultocke. Tada 
po Rollcovom teoremu srednje vrijednosti derivacija G' ima na [a, b] barem 
71 + I razlicitu nultocku. Istim nacinom dolazimo do zakljucka da n + 1-va 
derivacija ima barem jednu nultocku u (a, b). Oznacimo tu nultocku 

s x(^). Zbog P G V n vrijedi = 0, pa imamo 

0 = G(" +1 )0r(O) = f (n+1 \xm - a{n + 1)! , 

a odatle slijedi tvrdnja teorema. □ 

Lema 4.3. Neka su cvorovi interpolacije jednoliko udaljeni, tj. Xk+i—Xk = h 
(k — 0, 1, . . . , n — 1) . Tada za svako n G N vrijedi 

| (a; — xo)(x — xi) • • ■ (x — x n )\ < n\h n+1 . 

Dokaz: Za 0 7 ^ x G [xo,x n ] postoji i G {1, . . . , n} tako a je x G [xj_i,Xj]. 
Tada vrijedi \x — Xi + k\ < (k + 1 )h {k = 0 , . . . ,i — n) i \x — Xi + k\ < \k\h 
(. k = —1, . . . , —i). Dakle, 

| (a: — xo)(x — x\) ■ ■ ■ (x — x n )\ < i\(n + 1 — i)\h n+l . 

>n + l (i — 1, . . . , 77 ) slijedi tvrdnja. □ 

Primjer 4.18. Neka su zadani cvorovi interpolacije X\ — 1, x 2 — 2, x% — 3 
i X 4 = 4. Interpolacijski polinom za funkciju / je oblika 

P ( x ) = -T/(i)(a; - 2) (a: - 3)(x - 4) + i/( 2)(x - l)(x - 3) (a? - 4)- 
6 2 


Zbog 


77 + 1 
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~f{ 3)(z - 1)0 - 2)(x - 4) + i/( 4)0 - 1)0 - 2){x - 3). 
2 b 

U slijedecim primjerima smo interpolirali funkcije 

1. fix) — 3sin(x -H.4) + 2x Or, 4. f(x) = lnx, 

^ 0 

2. /(x) = 3cos(x) + — 2 2 ’ 

5 

3. /(*) = ! 6 - /(*) = tg (|a:— |), 


3. f(x) = ~, u - 

x 

s tim da su na slikama grafovi funkcija isprekidani, a grafovi interpolacij- 
skih polinoma puni. 



4.7.2 Newtonova metoda 

Neka je /:/—>• M, / = [a, b], funkcija klase C 2 ((a,b)). Pretpostavimo 
da je x* G (a, b) nultocka funkcije /, tj. fix*) = 0. Neka je xo G (a, 6) 
aproksimacija nultocke x*. Prema Taylorovom teoremu srednje vrijednosti 
postoji rj izmectn x 0 i x* tako da vrijedi 

0 = fix*) = fix 0 ) + /'(x 0 )(x* - x 0 ) + ^/"0)0* - x 0 ) 2 . 

Ako je xo blizu x*, tj. za (xo — x*) 2 << 1, promatrajmo jednadzbn koja se 
dobije tako da se funkcija / zamijeni s najboljom lokalnom aproksimacijom 
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funkcije / u blizini x*, tj. 


0 = f(x 0 ) + f'(x 0 )(x - x 0 ) . (4.47) 

U tom je slucaju razumno ocekivati da ce rjesenje jednadzbe (4.47) biti do- 
bra aproksimacija rjesenja originalne jednadzbe, barem bolja od xq. Ako je 
/'(x 0 ) 7^ 0, moguce je to rjesenje x\ dobiti u obliku 


Xi=Xq- 


f(x o) 
f'{x o) ' 


Nastavljanjem tog postupka dobije se niz (x n ) ne pj 0 definiran rekurzijom 

x n = x n —i - f }^\ , n G N , (4.48) 

/ (Zn-l) 

s pocetnom vrijednosti xq. Taj postupak nalazenja aproksimacije rjesenja 
naziva se Newtonovom metodom ili metodom tangenti. Nairne, ge- 
ometrijski smisao ove metode dan je iducom slikom. 

Slijedeci teorem se zasniva na geometrijskim svojstvima Newtonove me- 
tode. 


Teorem 4.22. Neka je f G C 2 ([a,b]) i neka vrijedi 


/(a) • f{b) < 0, (4.49) 

f(x) ± 0 , f"(x) ± 0 , Vx G [a, b } . (4.50) 

Tada za xo G [a, b] takav da vrijedi f(x o) • f" (x o) > 0, niz definiran s (4.48) 
konvergira k jedinstvenoj nultocki x * funkcije f na [a, b] . 

Vrijedi ocjena pogreske 


x n ~ £*| < C\x n -i — x*| 2 , (n G N), (4-51) 


gdje je C 


max [a|6 ] f" 

2 mm [0)6] fi ' 


Dokaz: Egzistencija nultocke slijedi iz Bolzano - Weierstrassovog teorema 
i uvjeta (4.49). Zbog fix) 0 funkcija je strogo monotona pa je nultocka 
jedinstvena na [a,b\. Razlikujemo slucajeve 


1. f(a ) > 0, f(b) < 0 ,f'< 0 , f" < 0 

2. /(a) > 0, f{b) < 0, f < 0, f" > 0 

3. /(a) < 0, f{b) > 0, f > 0, f" < 0 

4. /(a) < 0, f{b) > 0 ,f> 0, f" > 0 
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Dokazujemo samo slucaj 4. koji odgovara slici, a ostali se dokazuju ana- 
logno. 

Zbog f'(x) ■ f (x) > 0 je x* < xq. Pokazimo indukcijom da za (x n )neN 0 
vrijedi x* < x n , n G N. Tvrdnja vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da tvrdnja 
vrijedi za n. Zbog 


Xn+1 X n 


f(x n ) 
f'{x n ) ’ 


ry ry ry ry 

*^n+ 1 ^ **'* 

Xn-\-\ X* 


f(x n ) fM - f(x n ) - /'0n)0* - X n ) 


f'M 

f"(Vn)(x* ~ X n ) 2 


2 f(x r 


f'(Xn ) 

> o ,T] n G [x*,x n ] , 
f(x r 


(4.52) 


slijedi x* < x n+ i. Zbog x n+1 = x n - — - — - < x n mz (x) neNo je padajuci. 

J (x n ) 

Za padajuci i odozdo ogranicen niz postoji x ** = bin x n . Zbog neprekidnosti 
funkcija / i f iz (4.48) slijedi /(x**) = 0, sto zbog jedinstvenosti nultocke 
daje x** = x*. Ocjena pogreske slijedi iz (4.52). □ 


Korolar 4.5. Za svaki rri E i i svaki realm broj b > 0 postoji a > 0 takav 
da je b = a m . 


Dokaz: Neka je m > 1 i b > 1. Neka je niz (x n ) n definiran rekurzijom (4.48) 
za funkciju /(x) = x m — b uz pocetnu aproksimaciju x 0 = 6, tj. 


x n 


(m 


-l)Ci + b 


mx 


m— 1 
n— 1 


(Vn G N). 


(4.53) 


Funkcija / : [1,6] — » M zadovoljava uvjete teorema 4.22. slucaj 4. tj. 
/(I) = 1 — b < 0, f(b) = b m — b > 0, f(x) = inx m_1 > 0 i f"{x) = 
m{m — l)x m ^ 2 > 0, Vx G [1,6], pa niz konvergira k jedinstvenoj nultocki 
funkcije / u intervalu (1,6). Funkcije f i f" su rastuce na [1,6] pa je 

max f" = m(m — l)6 m ~ 2 i min^b] /' = m. Odatle slijedi ocjena pogreske 

b.&i 

I | / (m— l)f> m_2 | \2 ( r- -f\T\ 

\x n - a | < 1 { |x n _i - a\ , ( n G N). □ 


Primjer 4.19. Izracunajmo \/7> Newtonovom metodom na 50 decimala. 
Zbog ocjene pogreske (4.51) kazemo da niz konvergira kvadratnom brzinom. 
Kvadratna brzina konvergencije u pravilu znaci daje u svakoj novoj iteraciji 
dvostrnko veci broj tocnih znamenaka. 
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x 0 = 5 

x x = 2.7708333333333333333333333333333333333333333333333 
a: 2 = 2.0643062857645366549205092932833336474017123008021 
x 3 = 1.767315594852839675630814501991099802877564157758 
x 4 = 1.711816182730850357259567369723776592320652455091 
x 5 = 1.709977924257737717994546579193826487753056762840 
x 6 = 1.70997594667898405119733103179107967836688376517 
x 7 = 1.7099 759466 766 9 6 9 8 9 3 5311193144763560051192536599 
a: 8 = 1.70997594667669698935310887254386010986805511054 



5 Riemannov integral 


5.1 Problem povrsine i rada sile 


Znamo odrediti povrsinu nekih jednostavnih likova u ravnini, npr. kvadrata 
pravokutnika, trokuta, trapeza itd. 




P= h (a+b) / 2 


Postavlja se problem odredivanja povrsine li- 
kova koji imaju slozenije granice. Takav je 
dio ravnine orneden grafom funkcije (pseudo- 
trapez) kao na slici desno. Oznacimo s /i 
funkciju koja dijelu ravnine P pridruzuje re- 
alnu vrijednost koju zoverno povrsina, /i(P). 

Od te funkcije ocekujemo slijedeca svojstva. 

1 . n{P) > 0 , 

2. Ri n P2 = 0 

/i(Pl U P 2 ) = /i(Pl) + /^(p2), 

3. Pi c p 2 ^ M-Pi) — ^(^2)- 

Funkciju koja zadovoljava gornja svojstva zovemo mjera. 
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Ako vec odmah nismo u mogucnosti nepo- 
sredno odrediti fi(P) (ako taj broj uopce ima 
smisla), onda pokusajmo aproksimirati dio 
ravnine P pomocu jednostavnijih likova cije 
povrsine znamo jednostavno izracunati, npr. 
pravokutnika. Podijelimo segment [a, b] na 
n(e N) dijclova tockama a = x 0 < x i < 

. . . < x n _i < x n = b kao na slici desno. Pra- 
vokutnici koje smo tako dobili imaju svojstvo 
Ufc = i Pk C P C U k=\Pk- Njihove povrsine 
SU jednake p(p k ) = m k (x k - x fc _i), p(P k ) = 

M k (x k -x k _ i), (k = 1, . . . , n), gdje su m k , M k 
visine upisanih i opisanih pravokutnika. 

Odatleimamo J^' k=1 p(pk) = Y2=i m k {x k -x k -i) < /i(P) < Y2=i M k(x k ~ 
= ^fc =1 A t (Pfc)- Razlicitim podjelama segmenta [a, b] dobivamo razlicite 
aproksimacije povrsine lika P odozdo, odnosno odozgo. Sa slike je jasno da 
ce aproksimacija biti u pravilu bolja ako je podjela segmenta finija. Dakle, 
povrsina p(P) ce imati smisla ako mozemo po volji blizu naci jednu gornju i 
jednu donju aproksimaciju oblika kao u prethodnoj nejednakosti 

U klasicnoj mehanici se rad konstantne silc f(x) = c za sve x, koja 
djeluje na materijalnu tocku izmedu x — a i x — b, tj. na putu duljine 
s = b — a, definira kao W = c ■ s. Ako funkcija / nije konstantna, onda 
citav put podijelimo na manje dijelove a = x o < x\ < ... < x n _i < x n = 
b , a na tim dijelovima silu aproksimiramo odozdo i odozgo konstantnom 
silom m k i M k . Tako za rad sile W na tom putu dobivamo donju i gornju 
aproksimaciju Y^ k =i rn k( x k~ x k-i) < W < ^ =1 M fc (x k ~x k -i)- Pojarn rada 
sile na putu ce imati smisla ako mozemo dobiti po volji bliske donje i gornje 
aproksimacije. Dakle, problem odredivanja rada sile na putu je istovjetan 
problcmu odredivanja povrsine ispod grafa funkcije. 


5.2 Riemannov integral ogranicene funkcije 
na segmentu 

Neka je [a, 6], a < b, segment u M i neka je / : [a, b] — > M funkcija ogranicena 

na segmentu [a, b]. To znaci da postoje rn — inf / i M — sup/, tj. \/x G 

i a M [a, ft] 

[a, b], m < f(x) < M. 

Uocimo, ako je [a', b'} C [a, b] podsegment, onda vrijedi \/x G [a', b 1 ], m < 

1 Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, 17. studeni 1826. - Selasca[Italija], 
20. srpanj 1866.) njemacki matematicar 
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m' < f(x) < M' < M, gdje je m / = inf / i M' = sup /. Dakle, infimum 

[“'.*>'] [a', 6'] 

na podsegmentu je veci ili jednak infim n m n na segmentu i supremum na 
podsegmentu je manji ili jednak supremumu na segmentu. 

Sada cemo provesti konstrukciju koju smo najavili u prethodnoj tocki. 
Za n G N podijelimo (izvrsimo subdiviziju) segment [a, b] tockama 


a = x 0 < Xi < . . . < Xk < ■ ■ ■ < a: n _i < x n = b 


(5.1) 


na n dijelova. Neka je rrik = inf / i Mk = sup /, (k = 1, ... , n). Za 
po volji izabrane tocke t k G [x k -i,Xk\, (k = 1 , . . . ,n), definirajmo sume: 

n n n 

s = ^2 m k(xk - Xk~i), & = Emnxk - Zfc-O, s = ^ ~^M k (x k - x k -i). 

k= 1 k = 1 fc=l 

(5.2) 

Broj s zovemo donja Darbouxova 1 suma, S' je gornja Darbouxova suma, a cr 
je integralna suma. Jasno je da vrijedi 


m(b — a)<s<a<S< M(b — a). (5.3) 

Neka je A skup svih donjih Darbouxovih suma s, B je skup svih gornjih 
Darbouxovih suma S, a C je skup svih integralnih suma a funkcije / na 
segmentu [a, b\. Sve te sume dobiju se variranjem broja n e N, svim razlicitim 
izborima subdivizije (5.1) i tocaka tk . Iz uejednakosti (5.3) slijedi da su 
skupovi A, B i C ograniceni odozdo s m(b — a) i odozgo s M(b — a). Prema 
aksiomu potpunosti postoje 

X*(/; a, b) = sup A, I*(f; a, b) — inf B. (5.4) 


Definicija 5.1. Broj X* zovemo donji Riemannov integral funkcije / na 
segmentu [a, b], a broj X* zovemo gornji Riemannov integral funkcije / 
na segmentu [a, b\. 

Iz prethodnog je jasno da donji i gornji Riemannov integral postoje za 
svaku funkciju / : [a, b] — > K koja je ogranicena na segmentu [a, b]. 


Teorem 5.1. Neka je f : [a, b\ — » K funkcija ogranicena na segmentu [ a,b\ , 
neka su X* i T* donji i gornji Riemannov integral funkcije f na segmentu 
[a, b] . Tada je 

2*(/; a , b) < X*(/; a, b). (5.5) 

1 Jean Gaston Darboux (Nines, 14. kolovoz 1842. - Paris, 23. veljaca 1917.) francuski 
matematicar 
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Dokaz: Dokaz provoclimo u tri dijela. 

Prvo pokazimo da se donja Darbouxova suma poveca ili ostane jednaka, a 
gornja Darbouxova suma se smanji ili ostane jednaka ako subdiviziji dodamo 
jednu tocku. Dakle, neka je sa a — x 0 < X\ < ... < Xk-i < Xk < ■ ■ ■ < 
x n _i < x n = b zadana subdivizija E i neka su s i S pripadne Darbouxove 
sume. Napravimo novu subdiviziju S' tako da subdiviziji E dodamo tocku 
x' takvu da je Xk-i < x' < Xk . Pripadne Darbouxove sume oznacimo s s' 
i S'. Suma S' nastaje iz S tako da pribrojnik Mk(xk — Xk-i) zamijenimo s 
M' k (x' — Xk- 1) + M'l (xk — x'), gdje je M' k = sup / i M" = sup /. Buduci 

[x fc _l,x'] [x',x k \ 

da su [xk- i,x'] i [x',Xk] podsegmenti od [xk-i,Xk\, to vrijedi M' k < Mk i 
M'k < M k . Tada je M' k (x' - x k -i) + M k (x k - xf) < M k {x' - x k -i) + M k (x k - 
x') = M k (xk — Xk- 1), pa je stoga S' < S. Analogno, za rn k = inf / i 

[Xfc_l,x'] 

m'k = inf / vrijedi rn' k > rrik i m' k > mk, a odatle m' k (x' — Xk-i) + rn k (xk — 

[x',x k ] 

x') > m k (x' - x k - 1) + m k (x k - x') = m k {x k - x k -\), tj. s' > s. 

Primijetimo sada da isti zakljucak vrijedi ako nekoj subdiviziji dodamo 
konacan broj novih tocaka. Naime, mozemo zamisliti da te tocke dodajemo 
jednu po jednu pa svaki put vrijedi zakljucak iz prethodnog razmatranja. 
To znaci da se donja Darbouxova suma s' na novoj subdiviziji ne smanji, tj. 
s < s', a gornja ne poveca, tj. S' < S. 

Sada pokazujemo da je svaka donja Darbouxova suma manja ili jednaka 
svakoj gornjoj Darbouxovoj sumi, bez obzira na subdivizije na kojima su nas- 
tale. Dakle, neka su Ex i S 2 dvije subdivizije i neka je S] donja Darbouxova 
suma odredena subdivizijom Ei i S2 gornja Darbouxova suma odredena sub- 
divizijom S 2 . Napravimo sada novu subdiviziju E3 od unije tocaka iz sub- 
divizija Ei i S 2 i oznacimo pripadne Darbouxove sume sa S3 i S3. Dakako, 
S 3 je nastala iz Ex dodavanjem (konacno) tocaka iz S 2 ali takoder i iz S 2 
dodavanjem (konacno) tocaka iz E^ Iz prethodnog zakljucka slijedi Si < S3 
i S3 < S‘2 ■ Posto vrijedi S3 < S3, jer su obje Darbouxove sume na istoj 
subdiviziji S 3 , imamo si < S3 < S3 < ,S 2 . 

Dakle, dokazali smo (Vs G A) ( MS e B) ,s < S. Odatle zakljucujemo 
(Vs eA)s< inf B , a odatle sup A < inf B, tj. X* < T* . □ 


Definicija 5.2. Za funkciju / : [a, b] — > M ogranicenu na segmentu [a,b\ 
kazemo da je integrabilna u Riemannovom smislu ili R-integrabilna na 
segmentu [a, b] ako je 

2 *(/; a, b) = I* (f; a, b). ( 5 . 6 ) 

Tada se broj X = X* = I* naziva integral ili R-integral funkcije / na seg- 
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mentu [a, b] i oznacava jednom od slijedecih oznaka 

I = [ = f f( x ) dx = [ f = [ /• ( 5 - 7 ) 

J [a,b] J a J [a,b] J a 

Neka je / : [a, b] — > M + integrabilna funkcija na [a, b] i neka je P = 
{(x,y) elxR;0<n< f(x ), V x G [a, 6]} pseudotrapez. Sada povrsinu 
p(P) pseudotrapeza definiramo s 

T( p ) = [ f{x)dx. 

J a 

Zadatak 5.1. Neka su A, B C M takvi da je sup A < inf B. Ako postoje 
A 1 C A i B' C B takvi da je sup A' = inf B' onda je i sup A = inf B. 

Rjesenje: Zbog A 1 C A imarno sup A 1 < sup A, a zbog B' C B imamo 
inf B < inf B' . Odatlc je supA^ < sup A < inf B < inf B', sto daje 
sup A = inf B. □ 

Iz ovog zadatka zakljucujemo daje za integrabilnost funkcije na segmentu 
dovoljno da supremum nekog podskupa A' skupa svih donjih Darbouxovih 
suma A bude jednak infimumu nekog podskupa B' skupa svih gornjih Dar- 
bouxovih suma B. Tako je ponekad dovoljno gledati sarno tzv. ekvidistantne 
subdivizije, tj. za n G N su tocke oblika Xk = a + kh , k — 0, 1, . . . , n, h — — . 

Izracunajmo direktno iz definicije integrate nekih jednostavnih 
funkcija. 

Primjer 5.1. Neka je C G M + i f(x) = C, 

\/x G M. Za, a, b G M + , a < b , izracunajmo 
la f( X )dx = l l Cdx. Za bilo koju subdi- 
viziju uvijek vrijedi rriy. = M k — C, \/k G 
{1, . . . , n}. Odatle je 


s = y^m fc (x fc -x fc _i) = S = YMkjxk-x^) 

k = 1 k= 1 

n o 

= C Y( Xk - Xk •) = ~ a )> 

k = 1 

tj. A = B = {C(b — a)}. Dakle, imamo 
X* = sup A = inf B = T* — C(b — a), pa je 
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Primjer 5.2. Neka je f(x) = x, Vx G M, 
i a, b G K + , a < b. Lik na slid desno je 
trapez (okrenut) s bazama duljine a i b, te 
visinomfr — a. Njegova povrsina je 3 ^( b — a ). 
Izracunajmo integral: 

Uzmimo bilo koji n £ N i uzmimo pripadnu 
ekvidistantnu subdiviziju segmenta [a, b\, tj. 
x k = a+kh, k — 0, 1, ... h = — . Buduci 
da / raste na R, to je V k e {0, 1, . . . , n} 

m k = f(x k - 1 ) = a + (k — l)h, 

M k = f(x k ) = a + kh. 

Odatle je 



n n 

s n = ^2(a+(k—l)h)h = nah+h 2 1) = 

/c=l k=l 


= nha + h 2 


n 


l)n 6 
= na— 


a (b 

— + — 


a) 2 (n 


1 )n 


n 


Tr 


b 2 a 2 ( b - a) 2 
~~ ~2 ~ ~2 2 n 


Analogno se dobije 


_ b 2 a 2 ( b - a) 2 

~ ~2 ~ ~2 + 2 n 


Neka je sada 


A' 


5' 


{s+n G N} 
{S^neN} 



(6 — a ) 2 
2 n 

(i b — a) 2 
2n 


\n £ N 
;n £ N 


5 


Odatle imarno sup A' = inf B' 



~2~Y' 
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Primjer 5.3. Neka je f{x) = x 2 , \/x € M, i 
a, b e M, 0 < a < b. 

Uzmimo bilo koji n G N i uzmimo pripadnu 
ekvidistantnu subdiviziju segmenta [a, b], tj. 
Xk = a + kh, k — 0, 1, . . , , n, h — — . Buduci 
da / raste na [a, b], to je V k e {0, 1, . . . , n} 

m k = f(x k - 1 ) = (a + (k - 1 )h) 2 , 

M k = f(x k ) = (a + kh) 2 . 

Racunamo 



Si i. 


y^(q + (k — l)h) 2 h = na 2 h + 2a/i 2 — 1) + h 3 — 1)" 

/c=l 

9 ^ 79 (n— l)n 7 o (n — l)n(2n — 1) 

= na 2 h + 2ah 2 - — + h 3 - — J y - 


(b — aY 


6 

+ +al - b ~ a ‘> 2 


a (b — o) 


i analogno 
Sn = 
Odatle, 


(i b — a Y 


! + — + — ) + a(b - a) 2 ( 1 + - ) + a 2 {b - a). 


n 


., ( b-a ) 3 , 2 2/I . 6 3 a 3 

sup kL = inf B = h a(b — a) 2 + a 2 (b — a) — — — . 

o o o 

5.3 Osnovna svojstva Riemannovog integrala 

Teorem 5.2. Neka je f : [a, b] — >■ K ogranicena funkcija na [a,b] C M. 
Funkcija f je integrabilna na [a, b] ako i samo ako Ve > 0 postoji subdivizija 
segmenta [a, b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S — s < e. 

Dokaz: Neka Me > 0 postoji subdivizija segmenta [a, b] takva da za pripadne 
Darbouxove sume vrijedi S—s < e. Tada Ve > 0 vrijedi 0 < X*— X* < S—s < 
e i stoga je X* = X*. 

Obratno, neka je / R-integrabilna na [a, b\, tj. X* = X*. Iz svojstava 
infimuma i supremuma slijedi da Ve > 0 postoje Darbouxove sume Si i 
S 2 (opcenito na razlicitim subdivizijama) takve da vrijedi Si < X* + e/2 i 
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s 2 > T* — e/2. Uzmimo novu subdiviziju koja je odredena unijom tocaka 
iz subdivizija od Si i s 2 , te neka su S i s pripadne Darbouxove sume. Iz 
dokaza prethodnog teorema znamo da je s 2 < s < S < S\. Sada imamo 
S — s < Si — s 2 < I* + e/2 — Z* + e/2 = e. Q.E.D 

Glavna svojstva Riemannovog integrala dana su slijedecim teoremima. 

Teorem 5.3. Neka su f,g : [a,b\ — > M integrabilne funkcije na [a, b] C M. 
Za bilo koje a, f3 G M funkcija af + fig je integrabilna na [a, b] i vrijedi 
Ja(otf + Pg) = a /„ f + P Ja9- Ako je f < g na [a, b] onda je f < J^g. 
Takoder vrijedi \ f* f \ < f*\f \ < (b - a) sup [a>6] /. 

Dokaz: Iz inf k /+inf^ g < f(x) +g(x ) < sup A - f+sup K g za svako x G K C 
[a, b } slijedi inf K f + inf* g < inf K (f + g) < sup K (f + g) < snp K f + sup R - g 
za svaki K C [a, b\. Odatle, na bilo kojoj subdiviziji a = x 0 < X\ < ■ ■ ■ < 
x n _i < x n = b segmenta [a, b], za Darbouxove sume funkcija f,g,f + g 
imamo Sf + s g < Sf +g < Sf +g < Sf + S g . Po teoremu 5.3 za bilo koji e > 0 
postoje subdivizije segmenta [a, b] tako da za pripadne Darbouxove sume 
s'f,S'f,s' g ,S g vrijedi S'f — s'j < e/2 i S” — s" g < e/2. Na subdiviziji koja je 
odredena unijom tocaka iz prethodnih subdivizija za pripadne Darbouxove 
sume Sf, Sf, s g , S g vrijedi Sf — Sf < S'j — s'f < e/2 i S g — s g < S” — s" g < 
e/2. Sada za Darbouxove sume funkcije / + g na toj subdiviziji imamo 
Sf +g — Sf +g < Sf + S g — (s f + s g ) = Sf — Sf + S g — S g < £. Sada po teoremu 
5.3 zakljucujemo da je funkcija f + g integrabilna na [a, b\. Takoder, za bilo 
koji e > 0 i prethodno konstruiranu subdiviziju, imamo 


/ (f+9)~ [ f- [ 9< Sf + g-Sf-Sg < Sf + Sg-Sf-Sg = SfSf + SgSg < £ 
J a J a J a 


f*b nb 


(/+£/)- / f- 9> S f+ g-Sf-Sg > Sf + Sg-Sf-Sg = SfSf + SgSg > 


' a J a 


tj- I Ja(f + 9)~ Jaf - Ja9\ < £. Odatle slijedi aditivnost integrala, tj. 

f b a (f+9)=f b a f+i: a 9- 


Za a > 0 i bilo koji e > 0 prerna teoremu 5.3 postoji subdivizija segmenta 
[a, 6] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S — s < e/a. Zbog 
inf k otf = a inf xf i sup K af = asup K f za svaki K C [a,b] vrijedi s a f = 
asf i S a f = aSf, pa imamo S a f ~ s a f = ca(Sf — s/) < e, sto po teoremu 5.2. 
daje integrabilnost funkcije af. Takoder vrijedi 
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f b 

otf — ol / / < S a f — ois f = a(Sf — Sf ) < e, 

J a 

tj. | £otf — a f | < e. To povlaci £ctf = a £f- Jasno, iz aditiv- 

nosti slijedi £ —f = — £ /, pa za a < 0 po prethodnom vrijedi £ af = 
£ — (— a)f = — £(—a)f = —(—a) £f- Za a = 0 prethodna tvrdnja je 
ocita, dakle, integral je homogeno preslikavanje, sto uz aditivnost daje line- 
arnost integrala. 

Ako je / > 0 onda su sve Darbouxove sume nenegativne pa je i ( a f > 0. 
Za / < g je g — / > 0, pa zbog linearnosti imarno g — f b f > 0. 

Pokazimo da integrabilnost funkcije / povlaci integrabilnost funkcije |/|. 
Definirajmo funkcije f + = max{/, 0} i /_ = max{— /, 0}. Vrijedi / = /+ — /_ 
i |/| = /+ + /_. Dovoljno je dokazati integrabilnost funkcije /+. Pokazimo 
da na bilo kojem podskupu K segmenta [a, b] vrijedi sup A - f + — inf K f + < 
sup A / — inf K f . Naime, ako je / > 0 na K , onda je sup^ f + = sup A - / i 
inf k /+ = inf* /, pa je sup A - f + -h\i K /+ = sup K f-mi K f. U slucaju / < 0 
je /+ = 0 pa je sup A - f+ - inf K /+ = 0 < sup A - / - inf K /. Ako je sup^ / > 0 
i inf xf < 0 imarno sup A - /+ = sup A - / i inf# / < 0 = inf k f+, sto daje 
SU P# /+ — inf# /+ = sup A / < sup^ / — inf# /. Iz ovoga zakljucujemo da 
je na svakoj subdiviziji razlika gornje i donje Darbouxove sume za funkciju 
f + manja ili jednaka razlici Darbouxovih suma za funkciju /. To pornocu 
teorema 1. daje integrabilnost funkcije /+. Sada iz /_ = /+ — / dobi- 
vamo integrabilnost funkcije /_, a onda i |/|. Posljednja tvrdnja slijedi iz 
— 1/| < / < | /| i prethodno dokazanih svojstava. □ 

Prethodni teorem kaze da je I ([a, 6]), skup funkcija integrabilnih na seg- 
rnentu [a, b\ , realan vektorski prostor (resetka), a integral je linearan i mono- 
ton funkcional na X([a, b]). 

Teorem 5.4. Neka je f : [ a,b\ — > M ogranicena funkcija na [a, b] C M i 
c G (a,b). Ako je funkcija f integrabilna na segmentima [a, c] i [c, b\, onda 
je f integrabilna na [a, b] i f b f = £ f + £ f ■ 

Dokaz: Po teoremu 5.2, za bilo koji e > 0 postoje subdivizije a = x 0 < 
xi < ■ ■ ■ < x n _i < x n = c segmenta [a, c\, S' - s' = Yfk=\( M k ~ m k ){x k - 
< e/2, i c = x n < x n+1 < ■ ■ ■ < x n+m _i < x n+m = b segmenta 
[c, b\, S" - s" = Y£t £+\ (Mfc - m k )(x k - Xk-i) < e/2. Uzmirno subdiviziju 
a = x o < x\ < ■ ■ ■ < x n+m - 1 < x n+rn = b segmenta [a, b]. Za pripadne 
Darbouxove sume vrijedi S = S' + S" i s = s' + s". Odatle je S — s = 


— e < o(s/ — Sf) = s a f — oiSf < 
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S' — s' + S" — s" < e, sto po teoremu 5.2. daje integrabilnost funkcije / na 
[a, b]. Sada na prethodnoj subdiviziji imamo 



/ < S - s' - s" = S' + S" - s' - s" < e 


pb pc pb 

/ / - / / - / / > s - S' - S" = s' + s" - S' - S" > -£, 

J a J a J c 

tj- I la f - fa f - fcf I < 0datle J e fa f = fa f + tj- integral je 

aditivan po podrucju integracije. Q.E.D 

Svaka funkcija koja je ogranicena na segmentu nije i Riemann integrabilna 
na tom segmentu. Promatrajmo / : [0, 1] — > M za koju je f(x) = 1 ako je 
x G Q fl [0, 1] i f(x) = 0 ako je x ^ Q D [0, 1]. Za svaki [a, /3] C [0, 1] vrijedi 
inf[a,/ 3 ] / = 0 i sup [a/9] / = 1, sto daje X* = 0 i 1* = 1, tj. 1*^1* 


5.4 Integrabilnost monotonih i neprekidnih 
funkcij a 

Prirodno je pitanje koje od do sada proucavanih svojstava funkcije je do- 
voljno za Riemann integrabilnost. Specijalno, jesu li su elementarne funkcije 
R-integrabilne na segmentima koji su sadrzani u podrucju definicije. Doka- 
zujemo da su monotonost na segmentu ili neprekidnost na segmentu svojstva 
koja povlace integrabilnost 

Teorem 5.5. Neka je f : [a, b] — » M monotona funkcija na [a, b] C M. Tada 
je ona R-integrabilna na [a, b] . 

Dokaz: Pretpostavimo da je / rastuca na [a, b\. Ako je /(a) = f{b) onda 
je / konstantna funkcija na [a, b] pa je integrabilna (primjer 5.1.). Stoga 
pretpostavimo da je f{b) — f(a ) > 0. Neka je e > 0 bilo koji i n 6 N takav 
da vrijedi n£ > (f(b) — f(a))(b — a). Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju 
Xk = a + kh, (k — 0, 1, ... , n), h — (b — a)/n. Za svaki [a, /?] C [a, b\ vrijedi 
inf [a,p]f = f(ot) i supr^i / = f{/3). Stoga su pripadne Darbouxove sume 
oblika s = ELi f( x k-i)h i S = )CLi f( x k)h. Vrijedi S- s = ELi (f( x k) ~ 
f(x k _i))h = h(f (b ) - f(a )) = (/(&) - /(a)) (6 - a)/n < e. Po teoremu 5.3 / 
je R-integrabilna. Q.E.D 

Definicija 5.3. Za funkciju / : [a, b] — » M kazerno da je monotona po clije- 
lovirna na segmentu [a, b] ako postoji subdivizija a = Co < c± < ... < c k - 1 < 
c k < ... < c n - 1 < c n = b takva da je /|[ Cfc _ 1)Cfc ] monotona funkcija za sve 

k = 1, ... ,7i. 
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Korolar 5.1. Neka je f : [a, b] — > M po dijelovima monotona funkcija na 
[a, b] C M. Tada je ona R-integrabilna na [a, b] . 

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz teorema 5.5. i svojstva aditivnosti integrala po 
podrucju integracije, tj. 


Bitno je slozenije dokazati integrabilnost funkcije neprekidne na segmentu. 
U tu svrhu potrebno je profiniti neka saznanja o neprekidnim funkcijama. 

Definicija 5.4. Zafunkciju /:/—)■ Mkazemo da je jednoliko (uniformno) 

neprekidna na intervalu /CM ako 


Teorem 5.6. Neka je f : [a, b] — > M neprekidna funkcija na [a, b] C M. Tada 
je ona jednoliko neprekidna na [a, b] . 

Dokaz: Kada tvrdnja teorema ne bi bila istinita, onda bi funkcija / bila 
neprekidna na [a, b] i vrijedilo bi 


Sada zanGN uzmimo 5 = ^ pa imamo a n = x' s i b n = x" takve da vrijedi 
{\a n -b n \ < J)A(|/(a n )-/(6„)| > e). Niz (a n ) nS N je u segmentu [a, b], pa je 
ogranicen, te ima konvergentan podniz (a Pn ) nS N, tj. lim n a Pn = c G [ a,b ]. 
Zbog | a Pn — b Pn \ < -A, Vn G N, vrijedi lim n b Pn = c. Zbog neprekid- 
nosti funkcije / u c imamo lim n f(a Pn ) = lim.„/(fe Pri ) = /(c), sto zbog 
| f(a Pn ) — f{b Pn ) | > e > 0 daje kontradikciju. Dakle, tvrdnja teorema je 
istinita. □ 

Sada dokazujemo Riemannov teorem o integrabilnosti neprekidne funk- 
cije. 



□ 


Ve > 0 35 > 0 Vx',x" G I (|x' - x"\ < 5) =* {\f(x') - f(x")\ < e). 



Teorem 5.7. Neka je f : [a, b] — > M neprekidna funkcija na [a, b] C M. Tada 
je ona R-integrabilna na [a, 6] . Takocter, postoji tocka c G [a, b] takva da je 
I[a, b] f( x ) dx = f(c)(b-a). 
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Dokaz: Prema teoremu 5.2 dovoljno je pokazati da Vc > 0 postoji subdivi- 
zija segmenta [a, b] takva da za pripadne Darbouxove sume vrijedi S — s < e. 

Neka je e > 0 zadan po volji. Zbog jednolike neprekidnosti funkcije / 
na [a, b] postoji 5 > 0 tako da \/x',x" G I, (|x' — x"\ < 5) =>■ (| fix') — 
f{x") | < gzg)- Uzmimo n G N takav da je h = < 5 i napravimo 

ekvidistantnu subdiviziju s tockama x k = a + kh, k = 0,1,..., n. Zbog 
neprekidnosti funkcije / na segmentu [xk-i,Xk\, k = 1 , ,n, postoje tocke 
[x' k ,x'l G [x k ~i,x k ] takve da je m k = f{x' k ) = inf [sBfc _ 1 >a . fc ] / i M k = f(x k ) = 
f,k = l,...,n. Zbog (|4 - 4| <h<5) imamo M k - rn k < 
k = 1, ... ,7i. Odatle je S — s = ^2 k= i(M k — m k )h < gzgnh = e. Dakle, / je 
integrabilna na [a, b] . 

Neka su sada m = min[ a>6 ] / i M — max[ a;6 ] /. Tada Vx G [a, b] imamo 
m < f(x) < M. Zbog monotonosti integrala slijedi m(b—a ) < f{x)dx < 
M(b — a), tj. m < jAg f^ ab j f(x)dx < M. Po Bolzano- Weierstrasseovom te- 
oremu postoji c G [a, b] tako da je /(c) = -gA / f(x)dx. □ 

Korolar 5.2. Neka je /:/—>■ M neprekidna funkcija na otvorenom intervalu 
I = (a, b) . Ako za svaki segment [u,v] C (a, b) vrijedi f(x)dx = 0, onda 
je f{x) = 0 za svako x G /. 

Dokaz: Kada bi postojala tocka c G / takva da je /(c) > 0, po lemi 3.3. iz 
M.A.I. bi postojao 5 > 0 tako da vrijedi Vx G /, (|x — c| < 5) =>■ (/(x) > 
|/(c)). Neka je h = miu{<5, c — a, b — c}. Tada je [c — h, c + h] C / i zbog 

neprekidnosti funkcije / postoji t G [c— c+|] tako da vrijedi / _/ f(x)dx = 

f{t)h > 0, sto je suprotno pretpostavci. 

U slucaju da postoji tocka c G / takva da je /(c) < 0 zakljucujemo ana- 
logno. □ 

Propozicija 5.1. Ako h : [a,b] — > M iscezava svugdje osim mozda u tocki 
c G [a, b], onda je h integrabilna na [a, b] i f a f(x)dx = 0. 

Dokaz: Zbog odredenosti uzmimo da je M = h(c) > 0. Jasno je da vrijedi 
za svaku donju Darbouxova suniu s = 0 jer je na svakoj subcliviziji rn k = 0 
na svakom podsegmentu od [a, b\. Uzmimo e > 0 po volji i pokazimo da 
postoji subdivizija tako da za njenu gornju Darbouxova suniu vrijedi S < e. 
Naime, za c G (a, b) uzmimo subdiviziju a = x 0 < x\ < x 2 < x 3 = b, gdje 
je X\ = c — h, X 2 = c + h , h < minj^, c — a, b — c}. Za pripadnu gornju 
Darbouxovu surnu vrijedi S = 2 hM < e. U slucaju c = a uzmemo subdi- 
viziju a = c = xq < x\ < X 2 = b, gdje je x\ = c + h , h < min{-p, b — c}, 
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u slucaju c = b subdiviziju a = x 0 < X\ < x 2 = c = b, gdje je X\ = c — h, 
h < ruin { , c — a}. Tako je opet S = 2 hM < e. To daje sup A' = inf B' = 0. 

□ 


Korolar 5.3. Neka ogranicena funkcija f : [ a,b ] — > M ima na segmentu 
[a, b] C M najvise konacno tocaka prekida i neka su to prekidi prve vrste. 
Tada je ona R-integrabilna na [a, b] . 


Dokaz: Tvrdnja slijedi iz teorema 5.7., prethodne propozicije i svojstva 
aditivnosti integrala po podrucju integracije. Naime, neka su a < Ci < 
. . . Cfc_ i < Cfc < . . . < c n < b tocke u kojima / ima prekide prve vrste, tj. 
postoje /(c fc — ), /(cfcT), k = l,...,n. Neka su f k : [a, b\ ->■ M (k = 1, . . . , n)) 
definirane s 


0 


fk(x) = < 


/ (Cfc-l + ) 

f(x) 

f(Ck-) 

0 


, za a < x < Cfc_ i 

5 Z3j CC — i 

■) Z8; Ck—\ X Cj z 

5 Zct CC — Cfc 

, za c k < x < b 



Iz teorema 5.7. i prethodne propozicije imamo J ^ f k (x)dx = f k (x)dx 

za sve k — 1, . . . , n. Nadalje, funkcija / — YCk = i f k ^ ma na b] sarno konacno 

nmogo vrijednosti razlicitih od 0, pa je njen integral na [a, b] jednak 0. Tvrd- 
nja korolara sada slijedi iz aditivnosti integrala. □ 


Primjer 5.4 (Riemannova funkcija). Ovdje definiramo funkciju / : [0, 1] — » 
M koja ima prebrojivo tocaka prekida koje cine gust skup u [0, 1], a koja je 
ipak integrabilna na [0, 1]. Neka je 


f(z) 


0 ; x G [0, 1] \ Q 

1 m . , . . (5.8) 

— ; x = — , 0 < m < n, m i n su rclativno prosti . 

n n 


Uzmimo bilo koji c G [0, 1] i bilo koji injektivan niz (x n ) n u [0, 1] takav da 
je lim x n = c. Pokazimo da je lim f(x n ) = 0. U suprotnom slucaju bi 

n— >• oo n— >-oo 

postojao e > 0 sa svojstvom da za beskonacno mnogo clanova x n G [0, 1] flQ 
vrijedi f(x n ) > e. No, f(x n ) = | za neko k G N, pa \ > £ => k < ±, tj. 
ima samo konacno nmogo takvih k. S druge strane x n = y, gdje je m < k, 
pokazuje da takvih x n ima konacno mnogo, sto je kontradikcija. 

Odatle slijedi da je / neprekidna samo u tockama c G [0, 1] u kojima je 
/(c) = 0, a to su c G [0, 1] \ Q. 
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Pokazimo da je / R-integrabilna na [0, 1] i 


f(x)dx 


0. Jasno je 


da je svaka donja Darbouxova suma s = 0. Sada pokazimo da za bilo koji 
£ > 0 mozemo konstruirati gornju Darbouxovu sumu S < e. Neka su a*, 
(k = 1, . . . ,n e ) sve tocke za koje vrijedi f(cnk) > § (vidjeli smo da ill ima 
konacno mnogo) i neka je M = max{/(ajt); k — 1, . . . , n £ }. 

Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1], x^ — k = 0, 1, , n, 
gdje je n > 2Mrie . Posto ima najvise n £ segmenata u kojima je neki od a;*,, to 
je suma clanova u gornjoj Da.rbouxovoj sumi S koja njima odgovara manja 
od < |. Kako je ostatak sume manji od |, to je S < e. To dokazuje 
tvrdnju. 


Sada cemo bez dokaza pokazati kako velicina skupa tocaka prekida funk- 
cije odreduje R-integrabilnost funkcije. 

Definicija 5.5. Kazemo da skup /l C R (ne nuzno omeden) ima mjeru nula 
ili da je zanemariv ako za svaki e > 0 postoji konacna ili prebrojiva familija 
otvorenih intervala {Ik',k G J} takva da je A C (J k£ jh i Yhkejd(Ik) < £, 
gdje je d({a, b)) — b — a. 

Teorem 5.8 (Lebesgue 1 ). Neka je [a, b] C M segment, neka je f : [a, b] — » M 
ogranicena na [a, b] . Funkcija f je integrabilna na [a, b] ako i samo ako skup 
svih tocaka prekida funkcije f ima mjeru 0. 


Integrabilnost Riemannove funkcije iz primjera 5.4 slijedi iz prethodnog 
teorema. 


5.5 Primitivna funkcija 

Definicija 5.6. Neka je / C M otvoren interval i /:/—>■ M. Primitivna 
funkcija ili antiderivacija funkcije / na skupu / je svaka funkcija F : I — >• M 
sa svojstvom F'(x) = f(x), Vx G I. 

Teorem 5.9. Neka je I CM. otvoren interval i f : I R zadana funkcija. 
Ako su F i G bilo koje dvije primitivne funkcije od f na intervalu I , onda 
postoji konstanta C G M takva da vrijedi G(x) = F(x) + C, Wx G I . 

Dokaz: Ako je F' - / i G' = f, onda je (G - F)' = G' - F' = f - f = 0, 
tj. H'{x) = 0, W x G I, gdje je H = G — F. Ako su x\,x\ G /, x\ ^ X 2 , bilo 
koje dvije tocke, onda iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti imamo 

1 Henri Lebesgue (Beauvais, 28. lipanj 1875. - Paris, 26. srpanj 1941.) francuski 
matematicar 
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H{x 2) — H(x 1) = H'(c)(x 2 — Xi), gdje je tocka c izmedu X\ i x 2 . Zbog 
H\c) = 0 dobivamo H{x 2 ) = H(x\). Prema tome je H konstantna funkcija 
na /, tj. H(x) — C,Vx G /. Dakle, vrijedi G(x) = F(x) + C, Vx G /. □ 

Slijedeci teorem daje dovoljne uvjete za postojanje primitivne funkcije 

Teorem 5.10. Neka je I C R otvoren interval i f : I M funkcija nepre- 
kidna na I. Tada postoji primitivna funkcija od f na I. 

Dokaz: Uzmimo tocku a G / po volji. Za bilo koju tocku x G / je restrikcija 
funkcije / na segment [a, a;] ili [a:, a] neprekidna funkcija, paje integrabilna u 
Riemannovom smislu. Tada je funkcija F : I — > M dobro definirana formulom 

F(x) — j f(t)dt, Vx G I. (5.9) 

J a 

Pokazimo da je F primitivna funkcija od / na /, tj. F'(x) = f(x), Vx G I. 
Za bilo koju tocku c G / i svaki x G /, pomocu (5.9), svojstava integrala i 
Riemannovog teorema 5.7. imamo G [0, 1] tako da je 

F{x) — F(c) — j f (t)dt — I f(t)dt — j f(t)dt = f(c + 6 x (x-c))(x-c). 

J a J a J c 

Odatle imamo 

F( ' X ~ _ F } <:) = f(c + 0 x (x - c)), gdje je 0 X G [0, 1]. 
cc c 

Iz neprekidnosti funkcije / u tocki c dobivamo 

F'(c) = lim ESflL — li m /(c + 9 x (x — c)) = lim /(x) = /(c). 

IE— >-C X — C X—¥C X^C 


□ 

Sada dokazujemo Leibniz-Newtonovu formulu koja daje vezu izmedu 
primitivne funkcije (odnosno pojma derivacije) i Riemannovog integrala funk- 
cije. 

Teorem 5.11. Ako je f neprekidna funkciju na otvorenom intervalu I i F 
bilo koja primitivna funkcija funkcije f na I, onda za svaki segment [a, b] C I 
vrijedi 

f(x)dx = F(b ) — F(a). 



(5.10) 
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Dokaz: Ako je F primitivna funkcija definirana s (5.9), onda zbog F{a) = 0, 
vrijedi formula (5.10). Ako je G bilo koja druga primitivna funkcija od / na 
/, onda imamo C G M tako da vrijedi G(x) = F(x) + C, Vx G I. Sada je 

G(b)-G(a) = {F{b) + C)-{F{a)+C) = F{b)-F{a) = F{b) = f f{x)dx. 

J a 

□ 

Napomena 5.1. Prethodni teorem je istinit i bez pretpostavke da je / 
neprekidna na I . Dovoljno je pretpostaviti da je / integrabilna funkcija i da 
postoji F primitivna funkcija od / na I. Naime, tada za bilo koju subdiviziju 
a = x o < xi < ■ ■ ■ < x n -i < x n = b segmenta [a, b] iz Lagrangeovog teorema 
srednje vrijednosti imamo 

n 

Fib ) - F(a) = ^(F(x fc ) - F(x fc _0) = 

k = 1 

n n 

= 22 F '(tk)( x k - Xk- i) = 22 f(tk)( x k - x k -i) = cr, 

k = 1 k= 1 

za neke tk G [xk-i,Xk], k = 1, . . . ,n, gdje je a integralna suma. Dakle, za 
pripadne Darbouxove sume imamo s < F(b) — F(a) < S, no posto broj u 
sredini ne ovisi o subcliviziji, onda je s < F(b) — F(a) < S, za bilo koju donju 
D-sumu s i bilo koju gornju D-sumu S. Odatle je X* < F(b) — F(a) < X*, 
sto zbog pretpostavke X* = X* daje tvrdnju. 

Napomena 5.2. Ako je F primitivna funkcija od / na otvorenom intervalu 
/ Cl, onda je ona diferencijabilna na /, pa iz Lagrangeovog teorema srednje 
vrijednosti za bilo koje a, b G /, a < b, slijedi egzistencija tocke c G (a, b), 
tako da je F(b) — F(a) = F'(c)(b — a). Ako iskoristimo Leibniz- Newtonovu 
formulu dobivamo 

f(x)dx = /(c) (6 - a), 

sto odgovara integralnom teoremu srednje vrijednosti iz Riemannovog te- 
orema 5.7., s tim da je ovdje rezultat precizniji, tj. a < c < b. 

Na isti nacin bi za dvije integrabilne funkcije /, g : I — > M koje imaju 
primitivne funkcije FiGna otvorenom intervalu I C M i za bilo koje a, b G /, 
a < b, iz Cauchyjevog teorema srednje vrijednosti (teorem 4.18.) dobili 
egzistenciju tocke c G (a, b), tako da je (F(b) — F{a))G'{c ) = F'(c)(G(b ) — 
G(a)), odnosno u integralnom obliku 
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5.6 Met ode integriranja 

5.6.1 Direktna integracija 

Derivacije elementarnih funkcija su opet elementarne funkcije. Na zalost to 

nije istina kada se radi o primitivnim funkcijama ili antiderivacijama. Pri- 

2 

mjeri elementarnih funkcija cije primitivne funkcije nisu elementarne su e~ x , 
y^sina: itd. Ne postoji opci nacin kako utvrditi je li primitivna 
funkcija elementarne funkcije opet elementarna funkcija. Navoclimo tablicu 
osnovnih elementarnih funkcija i njihovih primitivnih funkcija. U pravilu 
pokusavamo nalazenje primitivnih funkcija za slozenije funkcije raznim pos- 
tupcima svesti na te jednostavne funkcije. 


/ 

F 

X a (a/-l) 

x a+l 

Ct+l 

1 

X 

In x| 

e x 

e x 

sinx 

— cos a: 

cosx 

sin x 

l 

COS 2 X 

tg X 

1 

sin^ x 

— ctg X 

shx 

chx 

cll:y 

shx 

1 

1 2 

ch x 

thx 

i 2 

sh x 

—ctlix 

1 

Vl-x* 

Sin' 1 ^ 

i 

1+.T 2 

Tg _i a; 

1 

Vl+x 2 

sh _i x 

i 

1 — X 2 

th^ 1 ^ 

1 

yj x 2 — l 

ch” 1 ^ 


Kod upotrebe Leibniz-Newtonove formule cesto se upotrebljava oznaka 


F(x) 


b 

a 


F(b)-F(a). 


Zbog upotrebe primitivnih funkcija u racunanju integrala pomocu Leibniz- 
Newtonove formule, cesto se koristi oznaka za neodredeni integral funkcije 
/ u obliku integrala bez granica f f(x)dx. Ta oznaka zapravo predstavlja 
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skup svih primitivnih funkcija od /, koje se, kao sto znamo, medusobno 
razlikuju samo za konstantnu funkciju. 

Osnovna pravila za nalazenje primitivnih funkcija su zapravo obratno 
interpretirana pravila za deriviranje funkcija. Tako prvo navodimo pravilo 
koje je posljedica linearnosti derivacije i integrala. 

Teorem 5.12. Ako je F primitivna funkcija od f na I i G primitivna od 
g na I, onda je aF + f3G primitivna funkcija od af + f3g na I . U oznaci 
neodredenog integrala to pisemo kao 

J (af(x) + /3g(x))dx = a j f(x)dx + /3 j g(x)dx. 

Dokaz: Funkcija H = aF + /3G ima derivaciju II' = a F' + /3G' = af + /3g. 

□ 


Druga rnetoda je supstitucija ili uvodenje nove varijable. Ta je metoda 
posljedica pravila za deriviranje kompozicije funkcija. 


Teorem 5.13. Neka su I i J otvoreni intervali, ip diferencijabilna funkcija 
na J i F primitivna funkcija od f na I . Neka je ip(J) C I, tj. f o ip je 
definirana na J . Tada je G = F o ip primitivna funkcija od (/ o ip)(p' na J . 
Takoder, \/ a, (3 £ J vrijedi 


f(<p(t)W(t)dt 



f(x)dx. 


(5.11) 


Dokaz: Zbog <p( J) C / je funkcija G = F o ip definirana i diferencijabilna 
na J. Vrijedi G\x ) = F' (ipfx))tp' (x) = f(ip(x))ip'(x) sto daje 


f(ip(tW(t)dt = Gift) - G(a) = F(ip(fl) - F(ip(a)) = 


rAd) 


kf(a) 


f(x)dx. 


□ 

Ako je ip strogo monotona funkcija J na / i if — ip 1 inverzna funkcija od 
ip , onda uz oznake a = p>(a), b = (p(/3) iz (5.11) dobivamo 


f(x)dx = 




'b(“) 




(5.12) 


Sada primitivnu funkciju F nalazimo uz supstituciju x = <p(t), odnosno t = 
na sljedeci nacin: 


F(x) = j f{x)dx = j f (ip(t))ip' (t)dt = G{t) + C = G(if(x)) + C, 


gdje je C konstanta. po volji. 
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Primjer 5.5. Naci primitivnu funkciju od f(x) = - — 2x V ^ +J . 

9 7 11 

Rjesenje. Vrijedi f(x) = x^ — 2x 2 + 3 — xe + 5x _ 2 pa je 

f f(x)dx = — ^-x% + 3x — ^x® + lOx^ + C. 

I 11 9 7 


Primjer 5.6. 


2 ax + b 


-dx. 


ax 2 + bx + c 

Rjesenje. Uz supstituciju 7/ = ax 2 + 6x + c imamo dy = (2 ax + b)dx pa imamo 

/' 2 ax + b f 1 2 7 

/ — - — ax = / -ay = in y + G = in \ax + bx + c + G. 

,/ ax 2 + 6x + c .7 ;y 11 1 1 


Primjer 5.7. y sin" x cos xdx 

Rjesenje. Supstitucijom 7 / = sin a; imamo dy = cos xdx sto daje 

[ sin" x cos xdx = [ y n dy = — — — y n+l + C = — — - sin" +1 x + C. 


71+1' 


77+1 


Primjer 5.8. Naci J smmxsmnxdx, za sve m,n E N. 

Rjesenje. U tu svrhu koristimo trigonometrijsku formulu: sin a • sin [3 = 
i[cos(a ■—■/?) — cos(a + {3)\. Za m ^ n i m ^ —n imamo 


smmxsmnxdx = - y [cos(m — n)x — cos (777 + 77 ) x] fix = 


sin(777 — n)x sin(777 + n)x 


2(m — 77 ) 2(777 + 77 ) 


Za 777 = 77 imamo 


2 /“l — cos 2mx x sin 2tt7x 

(sin 777x1 dx = / ax = b G. 

y J 2 2 Am 


Primjer 5.9. 


lnx 


x 


dx. 


Rjesenje. Supstitucijom t — lnx dobivamo 


lnx 


t 2 


In 2 x 


dx = / tdt = b C — b C 

x 2 2 
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Primjer 5.10. F(x) 


dx 

xy/x 2 — a 2 


Rjesenje. Supstitucijom x = f, dx = — ^ dobivamo 


1 / adA 1 r dt 

fV(f ) 2 -« 2 ’ V -?) = ~~ a J VT^F = 

= --Sin ~H + C = --Sin ” 1 (-) + C. 
a a \xJ 

Ako su u podintegralnoj funkciji korijeni oblika \Jc 2 — x 2 ili \/c 2 + x 2 ili 
\J x 2 — c 2 , onda se pomocu supstitucije x = c sin it, odnosno x = ctg t, od- 
nosno x = ^27 rjesavamo korijena. Takoder je u slucaju \J c 2 + x 2 moguce 
je koristiti supstituciju x = csht, a u slncaju V x 2 — c 2 moguce koristiti sup- 
stituciju x = c cht 

. . /" dx 

Primier 5.11. / . 

J {i + x^VTTx 2 

Rjesenje. Stavimo x — tg t, dx — pa zbog A 77 = 1 + tg 2 t imamo 



dt 


(1 + tg 2 t)^l + tg 2 t cos 2 t 


= / cos tdt = sin t + C = 




vTT 


+ c. 




/» r 

Primjer 5.12. Izracunajmo povrsinu kruga radijusa r, tj. P = 4 / \/r 2 — 

Jo 

Rjesenje. 


x- 


F(x) = / \J t 2 — x 2 = 


x = <£>(£) = r sint 
da: = r cos tdt 


= / \/r 2 — A s i n2 1 r cos tdt = 


= r 


f sin 

cos 2 tdt — — / (1 + cos 2 t)dt — — (t + — - — ) + C = G(t). 


Sada je <^(a) = r sin « = 0 i (p(/3) = r sin 0 = r, zbog strogog rasta funkcije 
( p : [0, |] — * [Opr] postoji njen inverz, te vrijedi 


P 




9 . sin 2 1 . 
^r 2 (t H - ) 


= r 2 7r. 


Treca je metoda parcijalne integracija koja je posljedica pravila za deri- 
viranje produkta funkcija 
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Teorem 5.14. Za funkcije u,v : I — >■ M i za svaki par a,b G I vrijedi 


u' {x)v{x)dx = u{x)v{x) 


u(x)v , (x)dx, ( 5 . 13 ) 


uz uvjet da integrali u (5.13) postoje. 

Dokaz: Funkcija F(x) = u(x)v(x) je primitivna funkcija od f(x) = u'(x)v(x)+ 
u(x)v'(x) pa vrijedi 


u(x)v(x) 


= / ( u'(x)v(x)+u(x)v'(x))dx = / u'(x)v (x)dx+ / u(x)v'(x)dx. 


□ 


Primjer 5.13. 


/ 


xe x dx. 


Rjesenje. Stavimo u'(x) = e x i v(x) = x, pa je u{x) = / e x dx = e x i 
v'(x) = 1. Odatlc je 




e x dx = xe x - e x + C = (x - l)e x + C. 


Primjer 5.14. F(x) = j e ax cos (3xdx. 


Rjesenje. Stavimo u'(x) = cos j3x i v{x) = e ax , pa je u{x) = f cos fdxdx 
k sin (5x i v'(x) = ae ax . Odatle je 

F(x) = I e ax cos j3xdx = ~e ax sin /lx - ^ j e ax sin fdxdx 


Sada ponovimo prethodni postupak za J e ax sin (3xdx s tim da uzmemo 

u\x) = sin (3x i v{x) = e ax , pa je u(x) = j sin flxdx = —^cosfix i v'(x) = 
ae ax . Tako dobivamo 

r 1 a f la 

/ e ax sin flxdx = — — e ax cos fix A— / e ax cos (3xdx = — — e ax cos(3x+— F(x) 

J r' r' J 

Uvrstavanjem u prvi integral dobivamo 

1 


F(x) = \ e ax sin /3x ° 


0 


a 


P [ P 


e ax cos /3x + — F(x) 


146 


5. RIEMANNOV INTEGRAL 


1 + 


a 

J 2 


F(x) = ( \>e ax sin /3x + cos (3x ) e° 


F(x) = 


Primjer 5.15. F n (x) = 


P 


a 2 + (3 2 

f dx 


a 


sin j3x + — cos fix ) e° 
n G N. 


(x 2 + l) r 

Rjesenje. Uzmimo u'{x) = 1 i v{x) = ( x 2 + l) _n , pa imamo w(x) = x i 
v'(x) = —2 nx(x 2 + l) _ ( n+1 ). Odatle je 

„2 


X 


+2n 


(x 2 + 1) ? 


Fn -\- 1 (^' ) 

Za n = 1 imamo 


x 


dx = 


x 


(x 2 + l) n+1 (x 2 + 1) 


+2n[F n (x)-F n+1 (x)] 


x 


2n (x 2 + l) n 2n 
dx 


9 77 — 1 

+ — Fn(^), (n G N). (5.14) 


= 


= Tg _1 x + C, 


x 2 + 1 


pa sada mozemo rekurzivno pomocu (5.14) racunati ostale F n , n > 2. 


5.6.2 Integracija racionalnih funkcija 

NekajeP(x) = ao+aix+a 2 X 2 +. . .+a n _ix n_1 +a n x ri , a n ^ 0, polinom stupnja 
n s koeficijentima ao, ai, . . . , a n G M. Polinom P je moguce faktorizirati na 
polinome s realnim koeficijentima prvog i drngog stupnja na slijedeci nacin: 

P(x) = a n (x — Xi) kl ■ ■ ■ (x — x p ) kp (x 2 + aix + bi) h ■ ■ ■ (x 2 + a s x + b s ) ls , (5.15) 

gdje je Y^i=i ki + 2 Sj=i lj — n, x\, ... ,x p su realne nultocke polinoma P, te 
vrijedi aj, bj G M, a 2 < 4b j, (j — 1, . . . , s). 

Prisjetimo se da svaku racionalnu funkciju moguce napisati kao sumu 
polinoma i prave racionalne funkcije. Sada bez dokaza navodimo teorem 
koji nam omogucava rastav prave racionalne funkcije na jednostavne prave 
racionalne funkcije 

Teorem 5.15. Neka su P i Q polinomi, neka je stP < stQ i neka je Q = 
Qi ■ ■ ■ Q n , gdje su Qi (i — 1, . . . , n) u parovima relativno prosti polinomi, tj. 
nemaju zajednickih nultocaka. 

Tada postoje i jedinstveni su polinomi Pi, stPi < stQi, (i = 1 ,...,n), 
takvi da je 

P(x) _ Pj (x) 

Q(x) 


(5.16) 
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Posebno, ako je Q{x) — (x — x 0 ) k i stP < k tada postoje i jedinstveni su 
Ai £ R, (i — 1, . . . , k) takvi da je 


Ai 


P(x) 

Q(x) x o) 


Y — 

Z—/ (nr 


(5.17) 


Ako je Q(x) = ( x 2 + px + q) k , p 2 < i stP < 2k tada postoje i jedinstveni 
su Ai , Bi G R, (i — 1, . . . , k) takvi da je 


P(x ) AiX + Bi 


Q(x) (x 2 +px + qY 


(5.18) 


Prethodni teorem svodi integraciju prave racionalne funkcije na integrale 
oblika: 

f dx 

(n e N), 


,/ (x — a) 
Ax + B 


J ( x 2 + px + q) 1 
Sada za n > 1 imamo 


dx , (n 6 N), (p 2 < 4 q). 


(5.19) 

(5.20) 


dx 


a za n = 1 je 


(x — a) n 1 — n(x — a) 

[ JY = in b - a| + C. 


PA + C > 


J x — a 

Drugi integral mozemo za n > 2 rastaviti na 


Ax + B A 

-dx = — 


(x 2 + px + q) r 


A 


2X +P j , / p ^5 
2 ./ (x 2 +px + g)-^ +( 2 ^ 




dx 


(x 2 + px + 
dx 


2(n — 1) (x 2 + px + q) 


(x 2 + px + q) r 


i dalje 


dx 


dx 


(x 2 + px + q) n (q-^y 


2 x+p 

\J 4<?-p : 


+ 1 


2 x + p 

(q - n V v 74 '? - p 2 


- V 


gdje je F n zadana rekurzijom (5.14). 
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Za n = 1 imamo 


/ Ax + B A 

/ dx = — 

J x 1 + px + q 2 


2 x + p 
x 2 + px + q 


dx + ( B 


Ap 

IT 


dx 

x 2 + px + q 


A 

~2 


ln(x 2 + px + q) 


2B - Ap ^ p ^ 2x + p ^ 

^/Aq-p 2 ) 1 


5.6.3 Integralni oblik ostatka u Taylorovom teoremu 
srednje vrijednosti 

U ovoj tocki pokazujemo kako je moguce ostatak u Taylorovom teoremu 
srednje vrijednosti (teorem 4.12) dobiti u integralnom obliku za razliku od 
ostatka u Lagrangeovom obliku (4.24). 


Teorem 5.16. Neka je I CM otvoren interval, c G /, n G No * neka 
f : / — * M ima neprekidnu derivaciju n + 1-vog reda na I . Tada Vx G / 
vrijedi 


fix) = /(c) + ± EM<x 


k = 1 


k\ 


c) k + 


f [n+l \t) 


n\ 


(; x — t) n dt. (5.21) 


Dokaz: Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Pomocu Leibniz- 

Newtonove formule imamo f(x) — /(c) = f x f'(t)dt sto je tocno formula 
(5.21) za n = 0. Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za n G N (J i neka 
je /( n + 2 ) neprekidna na I. Parcijalnom integracijom slijedi 



f {n+1 \t) 


(. x—t) n dt 


f (n+1) (t ) 
(■ n + 1 )! 


(x - t) n+1 



f {n+2 \t) 
(■ n + 1 )! 


{x-t) n+1 dt = 


/ {n+1) (c), 

(n + 1)! 


c) n+l 


+ 



f {n+2) (t) r 
(n+1)! (X 


t) n+1 dt. 


Uvrstavanjem prethodne jednakosti u (5.21) dobijemo (5.21) za n+1 umjesto 
n. Dakle tvrdnja teorema vrijedi za sve n G Nq. □ 
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5.7 Primjene u geometriji 


5.7.1 Volumen rotacionog tijela 


Neka je P(x) povrsina presjeka tijela i rav- 
nine okomite na os x. Uzmimo subdivi- 
ziju segmenta [a,b\, a — x 0 < X\ < ... < 
x n _i < x n = b. Integralne sume su oblika 

n 

P{t k )(x k — Xk-i), sto predstavlja aprok- 

k=i 

simaciju volumena tijela. Tada je volumen 

f b 

tijela jednak V — / P{x)dx. Specijalno, 
J a 

ako je tijclo nastalo rotacijom povrsine ispod 
grafa funkcije / oko osi x, onda je P(x) = 
7r f(x) 2 , sto daje 



V = 7T f f(x) 2 dx. 


(5.22) 


Primjer 5.16. Izracunati volumen kugle radijusa r. Funkcija koja opisuje 
kruznicu nasegmentu [— r, r] je f(x) = \[r 2 — x 2 pa je V = n f^ r (r 2 —x 2 )dx = 

vr[r 2 (r - (-r)) - - ^)] = vr[2r 3 -%-] = 


5.7.2 Duljina ravninske krivulje 

Problem odredivanja duljine luka (rektifikacija) kruznice i nekih drugih kri- 
vulja vec je zaokupljao paznju starih Grka, a bio je i jedan od problema 
na kojima se razvijao diferencijalni i integralni racun u 17. stoljecu. Tom 
problemu mozemo pristupiti na slijedeci nacin: 

Neka je krivulja dio grafa funkcije / na seg- 
mentu [a, b] kao na slici desno. Nacinimo sub- 
diviziju 

a — x 0 < x !<•••< x n _i < x n = b (5.23) 

segmenta [a, b] i oznacimo s T k = (x^, f(xk)), 
k = 0,1,..., n, pripadne tocke na grafu. 

Duljinu krivulje izmedu tocaka Tk - 1 = 

(xk-i, f(xk-i)) i T k = (xk,f(x k )) aproksimi- 
ramo duljinom 



L k = d{T k - 1, T k ) = v 7 (xk - Xk-i) 2 + (fW) - f( x k- 1)) 2 = 
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= / 1+ ( /fa>-/ ( ^ y, (5.24) 
V V X k ~ Xk-l ) 

Pomocu Lagrangeovog teorema dobivamo 

f{Xt) = f(tk ), (4 =l,...,n). (5.25) 

x k—l 

Posto je udaljenost L k = d(Th-i,T k ) izmedu tocaka manja ili jednaka 
duljini luka izmedu tih tocaka, to je donja aproksimacija L za duljinu krivulje 
L dana s 


V V ^ / 

Pomocu (5.25) iz (5.24) i (5.26) dobivamo 

n 

L= \/l + [/'(4)] 2 (^fc - Zfc-i), 


Xfc-i) < I/. 


(5.26) 


(5.27) 


fc=i 


a to je iutegralna suma za subdiviziju (5.23) fuukcije 

g(x) = v'l + [/'(z)] 2 , ® G [a, 6], (5.28) 

Ako je fuukcija g integrabilna na [a, 6], onda je duljiua krivulje dana s 


L= A /l+jf^xj^dx. 


(5.29) 


5.7.3 Povrsina rotacione plohe 

Neka je ploha nastala rotacijom oko osi x grafa funkcije / na segmentu [a, b]. 
Za zadanu subdiviziju segmenta [a,b\, a — x 0 < x i < ... < x n _i < x n — 
b, aproksimacija dijela rotacione povrsine na segmentu [xk-i,Xk] je oblika 
27r/(t fc ) \/l + [f'{t k )] 2 (x k — Xfc-i). Dakle, integralna suma je 

n 

+ \f'{t k )] 2 (x k - X k _ i), 

k = 1 

sto daje formulu za racunanje oplosja 

r b 

O = 2tt f(x)\/l + [f'(x)] 2 dx. (5.30) 

J a 

Primjer 5.17. Izracunati oplosje kugle radijusa r. Funkcija koja opisuje 
kruznicu na segmentu [— r, r] je f(x) = \/r 2 — x 2 , a y/l + f'(x) 2 = j r l_ x i ■ 
Dakle, O = 2tt j r _ r rdx = 2nr(r — (— r)) = 47rr 2 . 


5.7. PRIMJENE U GEOMETRIJI 


151 


5.7.4 Zakrivljenost ravninske krivulje 


Oznacimo s a (Mo, M) kut sto ga zatvaraju tan- 
gente na krivulju T u tockama Mo i M. Neka je 
H(M 0 , M ) duljina luka krivulje V izrnedu tocaka 
M 0 i M. Tada je 


ct(M 0 , M) 

MMoM) 


(5.31) 


prosjecna zakrivljenost luka MqM krivulje T. 

Ako prosjecna zakrivljenost tezi nekorn broju kada 
tocka M po krivulji T tezi k M 0 , onda taj broj 
zoverno zakrivljenost krivulje T u tocki Mo. 



Neka je / C M otvoren interval, /:/—>• M funkcija koja ima neprekidnu 
drugu derivaciju na / i neka je T/ graf funkcije /. Tangenta na graf T f 
u tocki M = (x,f(x)) ima koeficijent smjera f'{x) i sa osi apscisa zatvara 
kut t(x) = Tg ~ 1 f(x). Pomocu Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti za 
funkciju r = Tg -1 / 7 imamo o(M 0 , M) = r(x) —r(x 0 ) = r'(t)(x — x 0 ) za neko 

t izrnedu x 0 i x. Zbog r\t) = [Tg- 1 = [Tg ^ ^ 

je 

fit ) 


o(M 0 , M) = 


i + 1/'(«)] 2 

(a; — xq) za neko t izrnedu xq i x. (5.32) 


i + [/'WP 

Za duljinu luka imamo formulu (5.29): 

/i(M 0 M) = f a/ 1 + [/'(u)] 2 du. 

Pomocu teorema srednje vrijednosti za taj integral dobivamo 
H(M 0 M) = y/l + [/'(s)] 2 (x - x 0 ), 


(5.33) 


gdje je s G [xo,x]. Iz formula (5.33), (5.32) i (5.31) dobivamo formulu za 
prosjecnu zakrivljenost 


f"(t) 1 

i + [/'I *)] 2 v/i + l/'Ml 2 ’ 


(5.34) 


gdje su t i s izrnedu x 0 i x. Kada x — > x 0 , onda t — > x 0 i s — > x 0 , pa (5.34) 
poprima oblik 


n(M 0 ) 


f"(x o) 

[1 + [/'(*o)] 2 ]t ' 
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Dakle, zakrivljenost krivulje T f (grafa funkcije /:/—>• M) u tocki (x, f(x)), 
xel, je 


k(x) 


f"(x) 

[! + [/'(a;)] 2 ]i 


(5.35) 


5.8 Nepravi integral 


Do sada smo koristili pojarn Riemann integrabilne funkcije na segmentu. 
Ta je funkcija morala biti ogranicena na segmentu, da bi se uopce mogla 
razmatrati njena integrabilnost. Sada cerno prosiriti pojam integrabilnosti 
na intervale koji nisu zatvoreni, a ne moraju biti ni ograniceni. Takvi su 
intervali [a, b), (a, 6], (a, b) s tim da moze biti a = — oo ili b = oo. Tako 
dobiveni integral cerno zvati nepravi integral. 

Neka je zadana funkcija f(x) = e~ x , 

x G M. Za tu funkciju vrijedi lim e~ x = 0. 

£—>■00 


Da li je moguce osjencanom dijclu ravnine 
S omedenom koordinatnim osirna i grafom 
funkcije pridruziti broj koji bi imao smi- 
sao povrsine. Posto je interval [0, oo ) neo- 
granicen, to nije moguce upotrijebiti pravo- 
kutnike kao aproksimaciju tog clijcla ravnine. 
No iz slike desno je vidljivo da bi za do- 
voljno veliki B povrsina dijcla ravnine Sb is- 
pod grafa na segmentu [0, B] mogla aproksi- 
mirati trazenu povrsinu (ako tako nesto ima 
smisla) . 


Povrsina skupa Sb je dana sa 


fB 





i —B 

1 — e , pa je 


razumno broj lim 

oo 


e X dx 

dijela ravnine S. Tada piserno 


o 


lim (1 — e B ) 

>oo 


1 proglasiti povrsinom 


cB 


e X dx = lim 

.B— >-oo 


e X dx, 


(5.36) 


i taj limes zovemo nepravi integral. 

1 

Neka je zadana funkcija f(x ) = — r=, x > 0. Za tu funkciju vrijedi 

v x 


lim —= = 0. Je li moguce osjencanom dijclu ravnine S omedenom koordi- 

#— >■()+ yj X 

natnirn osima, pravcem x — 1 i grafom funkcije pridruziti broj koji bi 
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imao smisao povrsine. Posto je na intervalu 
(0, 1] funkcija neogranicena, to nije moguce 
upotrijebiti pravokutnike kao gornju aproksi- 
maciju tog clijcla ravnine. No iz slikc desno je 
vidljivo da bi za dovoljno mali e > 0 povrsina 
dijela ravnine S £ ispod grata na segmentu 
[e, 1] mogla aproksimirati trazenu povrsinu 
(ako povrsina ima smisla). 



Povrsina dijela ravnine S e dobije se kao 
Sada pisemo 


f 1 1 

/ —=dx = 2i/x 
Je \/ x 

1 dx 


[' A = Um 

1 0<- V x e ^°+. 


= 2 . 


x 


2(1 -v^)- 


(5.37) 


Definicija 5.7. Neka je funkcija / : [a, b) — > R integrabilna na svakorn 
segmentu [a, B ] gdje je B < b < +oo. Ako postoji konacan limes 


-B 


lim 

B^b- 


f(x)dx , (5.38) 

onda se taj limes zove nepravi integral funkcije / na [a, b) i oznacava s 


f(x)dx. 


(5.39) 


Takoder se kaze da integral (5.39) konvergira. Ako limes u (5.38) ne 
postoji kazerno da integral (5.39) divergira. 

Analogno definiramo integral na (a, b] : 


/ f(x)dx = lim / f(x)dx. 

A->a+ J A 

Ako je / integrabilna na svakorn segmentu [A, B] C (a, b), onda, uz uvjet da 
svi limesi postoje, definiramo 




r B 


f(x)dx = lim / f(x)dx + lim / f(x)dx, 


A — >a-\- 


B^b- 


gdje je c G (a, b) bilo koja tocka. Moze se pokazati da prethodna definicija 
ne ovisi o c. 
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Napomena Zato sto su i limes funkcije i R-integral monotoni i linearni, ta 
svojstva ima i nepravi integral. 


Primjer 5.18. 

f + °° dx 


" B 


= lim 


dx 


= lim (Tg 1 x 


'0 


1 + X 2 B—t+oo / n 1 + X 2 B^+oo 


B 


7 T 


= lim Tg B = — . 

J3— >-+oo 2 


Primjer 5.19. 

dx 


r 0 


= lim 


dx 


7T 


. . . = lim (—Sin + = — . 

_1<_ \/l — X 2 e ^~ l +Js \/l — X 2 e^-l+ 2 

e+OO 


Primjer 5.20. f 0 00 cosxdx divergira jer je f 0 cosxdx = sinB, a limB_>. +0O sin £> 
ne postoji. 

Teorem 5.17. Neka je a > 0. 

r+°° d x 

1. Integral / — konvergira za p > 1 i divergira za p < 1. 


2. Integral 


3. Integral 


xp 

dx 


' o<— 


xP 


konvergira za 0 < p < 1 i divergira za p > 1. 


^+oo 


dx 


divergira za svako p > 0. 


J x p 

Dokaz: 1. Za p = 1 imamo 

[ + °° dx r n 

/ — = lim ( In x 

Ja X B^+oo 

pa integral divergira k Too. Za p ^ 1 je 
f B dx ( 1 1 

L xp 


= lim In B — In a = Too, 

B — >-+oo 


Zbog lim x a = 

#—>•+00 


1 — pxP- 1 

Too ( a > 0) 

0 (a < 0) 


B 


1 — p 


(B 1 - p -a 1 ~ p ). 


, imamo 


n +oo 


dx 


xp 


— S n 1 ~P 


Too (1 — p > 0) 

5 (1 — p < 0) 


2. Za p = 1 je 


f a dx 

lim / — 

£->0+ / x 


= In a — lim Ins = Too. 
€ — ^0+ 
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Za p 7^ 1 imamo 


r a dr 1 

lim / — = ( a}~ p — lim e 1_p ) 

e->o+ J £ x p 1 — p £-> 0 + 


oo (1 — p < 0) 

(1 — p > 0) • 


3. Slijedi iz 1. i 2. 


□ 


5.8.1 Kriterij konvergencije nepravog integrala 

Teorem 5.18. Neka je a > 0 i neka su funkcije f,p : [a, +oo) — y M takve 
da vrijedi 


(i) 0 < f(x ) < Lp(x ) za svaki x > x 0 > a, 


»B 


»B 


(ii) za svako B > a postoje integrali / f(x)dxi / tp(x)dx. 

J a J a 

Ako je integral 


r»+oo 


/ ip(x)dx 
J a 

konvergentan, onda je konvergentan i integral 


^+00 


f(x)dx 


i vrijedi 


r»+oo 


r»+oo 


f(x)dx < / (p(x)dx. 


(5.40) 


(5.41) 


(5.42) 


Ako je integral (5.jl) divergentan, onda je i integral (5.j0) divergentan. 


Dokaz: Funkcije F(x) = f(t)dt i &(x) = f* >p(t)dt rastu i vrijedi F(x) < 
<F(a:), za svaki x > a. Za rastucu funkciju limes u beskonacnosti F(+ oo) = 
lim x ^ +00 F(x) postoji ako i samo ako je ta funkcija ogranicena odozgo. Oda- 
tle slijedi tvrdnja teorema. □ 


Korolar 5.4. Neka su funkcije f, p : [a, +oo) — > M pozitivne i neka postoji 

fi x ) 


lim 

x— >+oo {pyx) 


= c (0 < c < +oo). 


(5.43) 


Ako je c < +oo i ako konvergira integral (5.j0) onda konvergira i integral 
(5.41), odnosno, ako divergira integral (5-41) onda divergira i integral (5-40). 
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Ako je c > 0 i ako konvergira integral (5-41) onda konvergira i integral 

(5.40) , odnosno, ako divergira integral (5-40) onda divergira i integral (5-41)- 
Ako je 0 < c < +00 onda oba integrala istovremeno konvergiraju Hi 

divergiraju. 

Dokaz: Ako je c < +00 onda Ve>03A>0 takav da (x > A) 
d§f) “ c l < £ ) => (§f) < c + £ ) => (f( x ) < (c + e)<p(x)), pa konvergencija 

(5.40) povlaci konvergenciju (5.41), odnosno divergencija (5.41) povlaci di- 
vergenciju (5.40). Analogno, c>0i0<e<c dajn postojanje A > 0 tako da 
(x > A) => (|§g - c| < e) => (^ > c - e) => ((c - e)<p(x) < f(x)), pa ko- 
nvergencija (5.41) povlaci konvergencijn (5.40), odnosno divergencija (5.40) 
povlaci divergencijn (5.41). U slucajn 0 < c < + 00 , zbog lim x .^. +oc = 

c lim x _ > . +00 = -, (5.41) i (5.40) istovremeno konvergiraju ili divergi- 

/ \ x ) c 

raju. □ 

Ako konvergira integral J^ b \f(x)\dx, onda kazemo da integral (5.39) 
apsolutno konvergira. Ako integral (5.39) konvergira ali ne konvergira 
apsolutno, onda kazemo da uvjetno konvergira 


Propozicija 5.2. Nekaje f : [a, + 00 ) — y M funkcija kojaje za svaki b > a in- 
i ' +00 

tegrabilna na segmentu [a, b], Ako je konvergentan nepravi integral / \f{x)\dx, 

J a 

/*+ 00 

tada je konvergentan i nepravi integral / f(x)dx, tj. ako je integral ap- 

J a 

solutno konvergentan, onda je i konvergentan. 


Dokaz: Prisjetimo se da je po teoremu 5.3 i funkcija |/|, za svaki b > a, 
integrabilna na segmentu [a, b]. Neka su /+, /_ : [a, + 00 ) — * M definirane s 
f+{x) = max{0, f(x)} za x > a, i f-{x) = max{0, —f(x)} za x > a. Tad je 
f ix) = f+{x) - f-(x) i |/(x)| = f+(x) + f_(x) za x > a. Funkcije /+ i /_ su 
takoder, za svaki b > a, integrabilna na segmentu [a, b\. 

Zbog 0 < f+(x) < \f{x)\ i 0 < f-(x) < \f(x)\ za x > a, konvergen- 


r»+00 


ci] a 


\f(x)\dx i teorern 5.18. daju konvergenciju nepravih integrala 


r»+00 


r»+oo 


r*+oo 


r»+CXD 


r»+OQ 


f + (x)dx i 
f-(x)dx. 


f-(x)dx. Sada je 


f(x)dx = 


f+{x)dx - 


□ 


Obratna tvrdnja od tvrdnje u prethodnoj propoziciji nije opcenito istinita. 
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Primjer 5.21. Nepravi integrali 


+oo 




cos a: 
1 + x 2 


dx, 



cosx 

xP 


dx, 


(a > 0 ,p > 1 ), 


su konvergentni. To slijecli iz korolara 5.4. i prethodne propozicije: 

zbog e~ x2 < e~ x za x > 1 konvergira prvi, zbog konvergira 

drugi, a zbog < _L konvergira treci nepravi interval za p > 1. 

Primjer 5.22. (Gama funkcija) Za a > 1 definiramo nepravi integral 


r+oo 

r(a) = / e~ x x a ~ 1 dx. (5.44) 

Jo 

Konvergencija integrala (5.44) vidi se na slijedeci nacin: 

Za a > 1 vrijedi lim x ^. +00 e~ x x a+1 = 0 pa za e = 1 postoji A > 0 
takav da (x > A) =>■ ( y e~ x x a ~ 1 x 2 = e~ x x a+1 < 1) =>■ ( e~ x x a ~ 1 < ^). Sada 
konvergencija integrala (5.44) slijedi pomocu teorema 5.17.1. i teorema 5.18. 

Funkciju T : [1,+cxd) — > M zoverno gama funkcija. Za gama funkciju 
vrijedi rekurzija: 

T(a + 1) = aT(a), (a > 1). (5.45) 

Naime, parcijalnom integracijom dobivamo: 


e~ x x a dx = -e~ x x c 


+ a e X x a 1 dx. 
o Jo 


Odatle zbog lirn t ^ +00 e H a = 0 dobivamo (5.45). 
Vrijedi 


r»+oo 


r (i) = 


e X dx = 1, 


pa za n G N imamo T(n + 1) = nT(n) = ■ ■ ■ = n{n — 1 ) • • • 1 • T(l) = n\, 
tj. Gama funkcija je poopcenje faktorijela. Ta funkcija se javlja u mnogim 
matematickim problcmima u raznirn granama matematike. 
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5. RIEMANNOV INTEGRAL 



6 Redovi 


6.1 Definicija reda 

Definicija 6.1. Neka je (a n ) n niz realnih brojeva. Nizu ( a n ) n pridruzujemo 
niz (s n ) n definiran s: 

Si — CL i 

S'2 = Ol + &2 

S3 = Gp + O2 + 

: ( 6 . 1 ) 

S n = Gp + O 2 + • • • + CL n 


Red je uredeni par ((a n ) n , (s n ) n ) nizova (a n ) n i (s„) n . Element a n zovemo 
opci clan reda, a s n je n-ta parcijalna suma reda. Oznake za red su 

OO 

Y] CLn ill CL n ili ^ a n ili ^ a n ili op + a 2 4 h a n H . 

nSN N n= 1 


Primjer 6.1. Pretvaranje racionalnih brojeva u decimalne. 


1 _ 1 10 

9 ~~ io~ 9 ~ 

/ 1 1 \ 11 
ylo + Toy + 9102 
/ 1 i i \ ii 

ylo + To 2 + ' ' ' + Toy + 9 re 


Iz prethodnog, zbog lim = 0, dobivamo - = lim 

«-> oo 9 10 n 9 


1 1 

I o I 


n—>oo V 10 ' 10 2 

oo 


+ 


10 ' 


1 V - '' 1 ... 1 V - '' 1 

a to pisemo - = y ^ -j-^7 1 § ovorimo da J e q suma re da 2_ ^ 


n= 1 


10 " 


9 


n— 1 


10 " 
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6. REDOVI 


Primjer 6.2. Geometrijski red. Zax^l imamo 


1 — x + x 


1 — x 1 — x 

= 1 + 


= 1 + 


x 


1 — X 


x — x 2 + x 2 


1 — X 
2 


= 1 + X + 


= (1 + X + x 2 + b x n ) + 


X 

1 — X 

x n 


1 — X 


Za |x| < 1 je lim x n = 0 , a odatle slijedi 


= lim (1 + x + x 2 + b x n ) = x n . 

1 — X n— kx> ' ^ 

n = 0 

Primjer 6.3. Pokusajmo naci funkciju / : M — >■ M koja je rjesenje diferenci- 
jalne jednadzbe 

f'(x) = f(x), x 6 M, (6.2) 

s pocetnim uvjetom /( 0 ) = 1 . Trazimo funkciju u obliku polinoma neodredenog 
stupnja 

f(x) = ao + a±x + ci2X 2 + 03a; 3 + • • • + a n x n + • • • . ( 6 . 3 ) 

Derivacija je oblika 

f'(x) — a\ + 2a,2X + 3asx 2 + • • • + na n x n ~ l + • • • , 
pa kad zbog (6.2) izjednacimo koeficijente uz iste potencije dobivamo 


CL\ 

— a 0 

d\ — clq 

2a 2 

= ai 

&2 = ||Oo 

3a s 

= 02 

= 3?®0 

4a 4 

= a 3 

a 3 — 4! a 0 

n + l)a n+ i 


a n+l ~ (n+1)! 


Uvjet /( 0) = 1 daje 


, _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 
G , a 2 — 7^-, a 3 — — , . . . , a„ — — . 

1! 2 ! 3 ! n\ 


sto pokazuje da ne postoji polinom koji bi zadovoljavao trazenu diferencijalnu 
jednadzbu sa zadanim pocetnim uvjetom. Stoga je razumno ocekivati da za 
VxbR vrijedi 
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S druge strane znamo da je funkcija e x rjesenje diferencijalne jednadzbe (6.2), 
pa mozemo ocekivati da V x G K. vrijedi 


e 


X 


oo 


£ 

n=0 


n 


X 

n\ 


(6.4) 


6.2 Definicija konvergencije reda 

Definicija 6.2. Za red 

OO 

y. On (6.5) 

71 = 1 

realnih ili kompleksnih brojeva kazemo da je konvergentan (sumabilan, 
zbrojiv), ako je niz (s n ) n parcijalnih suma reda (6.5) konvergentan. Ako je 
red (6.5) konvergentan onda broj 

s = lim s n (6.6) 

n— > oo 

zovemo sumom reda (6.5) i oznacavamo sa 

OO 

s = 'y ^ ci n = ci\ + a ,2 + • • • + dn + • • • • (6-7) 

n= 1 

Red (6.5) je divergentan ako je niz (s n ) n divergentan. 

Za niz kompleksnih brojeva (a n ) n = (a n + i/3 n ) n mozemo promatrati tri 
reda 

OO OO OO 

y ^ y ^ y ' fini 

n= 1 n= 1 n=l 

s parcijalnim sumama 

Sn — 0-1 + ' ‘ ‘ + dm O'n = O ; ! + ••• + OL n , T n — fi\ + • • • + fin ■ 

Buduci da je s n = cr n +ir n to niz (s n ) n konvergira ako i sarno ako konvergiraju 
nizovi (<7 n ) n i (r n ) n . Tada vrijedi 

lim s n = lim a n + i lim r n , 

7i— > oo n — >00 71^00 

odnosno 

OO OO OO OO 

^ ^ ^ ^ (o^n A ifin) ^ ^ ®n A ® ^ ^ fin- 

n= 1 n=l n=l n= 1 

Pitanje konvergencije reda, a pogotovo sume reda, moze biti vrlo kompli- 
cirano. Za pocetak dajemo primjer u kojem je na oba pitanja moguce lako 
odgovoriti 
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6. REDOVI 


Primjer 6.4. Pokazimo da red 


n(n + 1) 


konvergira i nadimo njegovu 


sumu. Prvo uocimo da za svaki n G N vrijedi 


n{n + 1) n n + 1 ’ 


pa 


iniarno 


«§n — 


E 


k(k + 1) 


E 

k = 1 


k k + 1 


= 1 


n + 1 


= 1. 


Sada je jasno da vrijedi lim s n = 1, tj. — — 

n—too n(n + 1) 

n = 1 v ' 

Teorem 6.1. (Nuzan uvjet konvergencije reda) 

OO 

A/co red a n konvergira, onda niz (a n ) n konvergira k nuli, tj. vrijedi 

n— 1 


oo 

a n konvergira 

n= 1 


=> ( lim a n 

n— >■ oo 


0 ). 


( 6 . 8 ) 


Dokaz: Ako red (6.5) konvergira k broju s, onda vrijedi 

lim a n = lim (s n — s n _i) = lim s n — lim s n _i = s — s = 0. 

n— >oo n — ^oo 7i — ^oo n— >■ oo 


□ 


Obratna implikacija u (6.8) nije opcenito istinita, sto je vidljivo iz sljedeceg 
primjera 

Primjer 6.5. Harmonijski red 

OO 

E^ <6'9) 

71—1 


divergira k +oo. 

Uocimo da vrijedi s n+ i = s n H > s n pa je niz (s n ) n strogo rastuci. 

n + 1 

Pokazimo da je podniz (s 2 ™) n odozgo neogranicen. U tu svrhn indukcijom 
dokazujemo da V n 6 M vrijedi nejednakost S 2 »* > 1 + \n. Za n = 1 imamo 
S 2 = 1 + j sto daje bazn indukcije. Sada 


S2 n + 1 — S2 n “f" 


1 


+ 


1 


2 n + 1 2 n + 2 


+ • • • + 


1 

2 n + 2 n 


> S2 n + 


1 

2 n + 2 r 


+ ••• + 


1 

2 n + 2 n 


„ 1 1 11 1 , 

— S 2 n 2 — S 2 n ^ 1 — n -\- — — 1 "I - — ( n 1 ). 

2 n+1 2 ~ 2 2 2 ' 
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Odatle zakljucujemo lim s 2 n = +oo, a to povlaci lim s n = +oo. Primije- 

n— >-oo n — ^oo 

timo, red divergira, a vrijedi lim — = 0. Dakle, konvergencija niza opcili 

n— > oo ft 

clanova k nuli nije dovoljan uvjet za konvergenciju reda. 


Primjer 6.6. Alternirajuci harmonijski red 

OO i 

n= 1 


n 


( 6 . 10 ) 


2-1 1 


konvergira. Nuzan uvjet konvergencije je ispunjen, tj. lim (— l) n i — = 0. 

n— >oo n 

Nadalje, vrijedi 


«2m - I 1 - 1) + (1 - J 1 + '" + 


2771 — 1 

sto pokazuje da je podniz (s 2m ) m strogo rastuci. Nadalje, 


1 

2 771 




1 1 \ 1 

< 1 , 

2m — 2 2m — 1 / 2m 


pokazuje da je niz ( s 2m ) m odozgo ogranicen. Prema teoremu o rastucim 
nizovima taj niz je konvergentan. Neka je lim S 2 m — s < 1. Zbog s 2m + i = 


S2m + 


imamo lim s 2m+ 1 = s, dakle i lim s n = s, sto pokazuje da je 


2m+l 

red (6.10) konvergentan. 

Konvergencija redova je u skladu s operacijama zbrajanja redova i mnozenja 
redova sa skalarima. 

OO OO 

Teorem 6.2. Neka su b n konvergentni redovi sa sumama A i B. 

72=1 72=1 

OO 

Za svaki par A, n e C je red ^^(A a n + / xb n ) konvergentan i vrijedi 


71=1 


J^(Aa n + pb n ) = \^2,a n + (6.11) 

77=1 72=1 71=1 

Dokaz: Oznacimo A n = a± + • • • + a n , B n = b± + • • • + b n , C n = (Aai + 
pb j ) H — • + (Aa n + pb n ). Zbog C n = (A A n + pB n ) za sve n e N, lim A n = A 

72— >-00 

i lim B n = B imamo lim C n = A lim A n + p lim B n) tj. vrijedi (6.11). □ 


Sada cemo prouciti konvergenciju geometrijskog reda koji igra vaznu ulogu 
u narednim rezultatima o konvergenciji redova. 
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6. REDOVI 


Teorem 6.3. Za q £ C, \q\ < 1, geometrijski red 

OO 

n = 0 

konvergira i ima sumu . Za \q\ > 1 red (6.12) divergira. 

Dokaz: Za \q\ < 1 imamo 

l-g n = (l-g)(l + 9 + --- + <f- 1 ) 

odakle slijedi 

1 1 


s n — i + q + • • • + q n 1 — 


( 6 . 12 ) 


1 — q 1 — q 1 — q 
odatle zbog lim q n = 0 dobivamo lim s n = . 

n— >-oo n— >■ oo 1 — q 

Ako je \q\ > 1, onda je V n G N, \q n \ > 1, pa niz opcih clanova reda (6.12) 
ne tezi k nuli, dakle taj red divergira. □ 


6.3 Usporedivanje redova, apsolutna konver- 
gencija redova 

Definicija 6.3. Za red ^ a n kazemo da je red s pozitivnim clanovima ako 
je V n G N, a n > 0. 

Teorem 6.4. 1. Red Jj) a n s pozitivnim clanovima konvergira ako i samo 

ako je njegov niz parcijalnih suma (s n ) n ogranicen. Tada je a n = 

sup{s n ; ?j 6 N}. 

2. Ako red a n s pozitivnim clanovima konvergira, onda njegova suma 

OO OO 

ne ovisi o poretku clanova, tj. vrijedi a<T(n), gdjeje a : N ->■ 

n = 1 n = 1 

N bijekcija (permutacija). 

Dokaz: 1. Neka je (s n ) n niz parcijalnih suma reda a n ■ Jasno, s n+ i = 

s n + fln+i pa je niz (s n ) n rastuci. Takav niz je konvergentan ako i samo ako 
je ogranicen. 

2. Oznacimo s (s' n ) n niz parcijalnih suma reda Y^=i a 'ni a 'n = a o(n)- Za. 
bilo koji n G N postoje p, q G N takvi da je cr(l) < p, a (2) < p, . . . , a(n) < 
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P,r( 1) < q, t(2) < q,...,r(n) < q, gdje je r = a 1 . Odatle je s' n = 

&cr(l) + &<r( 2) + • • • + &o-(n) < &1 + (22 + . . . + dp = Sp i = (2i + a2 + . . . + d n = 

Q j ct(t( 1)) “1“ ^ct(t( 2)) “I - • • • “1“ &a(r(n)) — ^cr(l) ^cr(2) “I - • • • ^cr(g) S q* To dcijG 

oo 

sup{s ' n ;?2 GN} = sup{s m ;ra G N}, odnosno / a n = lim s n = lim s' m = 

' ^ n— >-oo ra— >-oo 

n= 1 
00 

a 'm- □ 

m= 1 

Lema 6.1. (usporectivanje redova) Neka su^2,a n , ^2b n redovi s pozitivnim 
clanovima i neka postoji K > 0 tako da je 

a n < K b n , Vn G N. (6.13) 

Ako konvergira red ^ b n , onda konvergira i red ^ a n i vrijedi ^ a n < KjTbn- 
Ako red ^ a n divergira, onda divergira i red ^b n . 

Dokaz: Neka je s n = Y2=\ a k i t n = Y2=\ b k- Nizovi (s n )„ i (t n ) n su 
rastuci i zbog (6.13) vrijedi s n < Kt n , Vn G N. Niz [t n ) n konvergira ako i 
samo ako je ogranicen. Tada je i niz (s n ) n ogranicen, pa konvergira i vrijedi 
lim ,s n < K\imt n . Ako je niz (s n ) n neogranicen, tada je i niz (t n ) n neo- 
granicen. □ 


Primjer 6.7. Red — je konvergentan jer (n + l) 2 > n(n + 1) povlaci 

^ J n 2 


n— 1 

l l 

< 


OO 1 OO 1 

y —± <y 1 = i. 

On .4- Ii2 - ■ 


(n + l) 2 n(n + 1) ‘^(n + l) 2 z -—' n(n + 1) 

\ \ / n = 1 v ' n=l v ' 


Primjer 6.8. Red — konvergira za p > 2. jer je n p > n 2 sto povlaci 

n p 


71— 1 


OO -| OO 1 

y±<y±. 

rl p Z-^ n 2 
n= 1 n=l 


Primjer 6.9. Red — divergira za p < 1, jer je n p < n, odnosno - < d_ 

i YjP 71 71 ^ 


sto povlaci 


71=1 


OO 1 OO 1 

71=1 71=1 


red — divergira. 
n 


71=1 
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6. REDOVI 


Teorem 6.5. Neka je (a n ) n niz u C. 

1. Ako konvergira red 

OO 

J^|a n | (6.14) 

n= 1 

OO OO OO 

onda konvergira i red a n i vrijedi \ 

Tl= 1 72—1 72— 1 

2. Ako konvergira red (6. lj) i ako je a : N — » N bijekcija, onda konvergira 

OO OO OO 

i red a^n) % vrijedi J2 a n = J2 a An)' 

72— 1 72— 1 72—1 

Dokaz: I. Pretpostavimo da je (a n ) n niz u M i definirajmo 

+ _ f a n ako je a n > 0 _ _ J 0 ako je a n > 0 

° n (0 ako je a n < 0 ’ [ — a n ako je a n < 0 

Za nizove (a+) n i (a“) n s pozitivnim clanovima vrijedi 

a n = a^ — a~, |a n | = a+ + a“ (V n G N). (6.15) 

Buduci da po pretpostavci red l a «l konvergira i da Vn G N vrijedi 

afi — \ a n\, a~ < \a n \j po lerni 6.1. redovi Y^=i a n 1 a n konvergiraju. 

Neka su A + i A~ nizove sume. Tada po teoremu 6.2. vrijedi A + — A~ = 

n = 1 a n - Ln= i a n = L„=i « - «n ) = L n =^«. tj. red ^„ =1 ^nje konver- 
gentan. Prerna teoremu 6.4. imamo A + = Y^=i a t(n) ‘ = * z 

cega slijedi E r ?=i a n = A + - A~ = ErT=i ( a a( n ) ~ %{n)) = E“= i a Rn)- 

II. Neka je (a n ) n niz u C, a n = a n + ifi n , ct n , fi n G M. Zbog |a n | < \a n \, 
\fin\ < | ®n 1 1 Vn G N, slijedi konvergencija redova |a n | i E^°=i |Ai|, a 

odatle i redova a n i fin- Odatle opet slijedi konvergencija reda 

Yl™=i( a n + ifin) = Y^=i a n- Nadalje, za svaki k G N imamo | Yln=i a n\ < 
n=i l°n| < 2^n = i l®n|> pa za k > oo dobivamo I 2^ n=1 a n | < }^n=l Kl ■ 
Konacno, 2^ n=1 a n = /_^ n =i a nEi Z^ n= \ fin — L n =i a <?(n) + ? 2^ n= \ fia(n) — 
Eji=l( a ff(") + ifirj(n)) = En= l a rr( n ) m □ 


Definicija 6.4. Za red Y^=i a n kazemo da je apsolutno konvergentan ako 

je red l a n| konvergentan. Red a n je uvjetno konvergentan ako 

konvergira, ali red |a n | divergira. 
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Teorem 6.6. Neka su Y a n> Ybn redovi u C % neka postoji K > 0 tako da 
je 

\a n \ < K \b n \, Vn G N. (6.16) 

Ako red Y bn apsolutno konvergira, onda apsolutno konvergira i red Y a n . 
Ako red Y a n ne konvergira apsolutno , onda niti red Y b n ne konvergira 
apsolutno. 

6.4 Neki dovoljni uvjeti za konvergenciju reda 


Promotrimo 

OO 

El - 1 )"" 1 “» (6.17) 

71 = 1 

red u M gdje je a„ > 0, Vn 6 N (alternirajuci red) 

Teorem 6.7. (Leibnizov kriterij) Ako niz (a n ) n realnih pozitivnih brojeva 
strogo pada i lim n a n = 0, tada red (6.17) konvergira k broju A za koji vrijedi 
0 < A < di. 

Dokaz: Neka je (s n ) n niz parcijalnih suma reda (6.17). Vrijedi s^m = 
(ai - a 2 ) + (a 3 - a 4 ) + • • • + (a 2m _i - a 2m ), tj. podniz (s 2m ) m je strogo 
rastuci. Nadalje je s 2 m — a i ~ ( a 2 ~ a 3 ) — • • • — (a 2m — 2 — a, 2 m—i) ~ a 2 m < Oi, 
pa je podniz (s 2m ) m ogranicen odozgo. Dakle, podniz (s 2m ) m je konvergen- 
tan; neka je A = lirn m s 2m . Zbog s 2m+1 = s 2m + a 2m+1 je lini m ,s 2m+1 = A, 
pa je takoder i lim n s n = A. Iz prethodnog slijedi ocjena s 2m < A < s 2 m -i, 
Mm G N. n 


Teorem 6.8. (D’Alcmbertov 1 kriterij) Neka je ( a n ) n niz u C i a r , 
Mn G N. 

d-n+1 


1. Ako postoje m G N i q G (0,1) C M takvi da vrijedi 

OO 

\/n > m, onda red a n apsolutno konvergira. 


72—1 


~f~ o, 
< q, 


2. Ako postoji m G N takav da vrijedi 

OO 

a n divergira. 

71 = 1 


^n+l 

(In 


> 1 , Vn > m, onda red 


1 Jean le Rond d’Alembert (Paris, 16. studeni 1717. - Paris, 29. listopad 1783.) 
francuski filozof, matematicar i fizicar 
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Dokaz: 1. Za n — m + k, k G N, imamo |a m+ fc| < g|a m+ fc_i| < • •• < 
q k \a m \, odakle slijedi YlkLi \ a m+k\ < \a m \ YlkLi ^ P a red YlkLi \ a m+k\ 

konvergira (jer je majoriziran s konvergentnim geometrijskim redom). Tada 
konvergira i red |a n |, tj. a n apsolutno konvergira. 

2. Iz drugog uvjeta imamo \a n \ > \a m \ > 0, Vn > m, pa niz (a n ) n ne tezi 
k nuli, tj. nije ispunjen nuzan uvjet konvergencije reda. □ 


Teorem 6.9. (Cauchyjev kriterij) Neka je ( a n ) n niz u C. 

1. Ako postoje m G N i q G (0, 1) C K. takvi da vrijedi y/\a n \ < q, Vn > m, 

OO 

onda red a n apsolutno konvergira. 

72=1 

2. Ako vrijedi k/\a n \ > 1 za beskonacno mnogo indeksa n G N, onda red 

OO 

a n divergira. 

72—1 

Dokaz: 1. Za n > m imamo \a n \ < q n , pa je Yln=m Kl < 

Tada konvergira red |a n |, odnosno, a n apsolutno konvergira. 

2. Uvjet 2. kaze da za podniz ( a Pn ) n niza (a n ) n vrijedi k/\a Pn \ > 1, od- 
nosno, |a p J > 1, Vn G N. Tada podniz ( a Pn ) n ne konvergira k nuli, a onda 
niti niz (a n ) n ne konvergira k nuli. Tako nije ispunjen nuzan uvjet konver- 
gencije reda. □ 


Korolar 6.1. Neka je (a n ) n niz m C i a n / 0, Vn 6 N. Ako neki od nizova 

( \ OO 

n+ ) , ( \/\a n \ ) konvergira k r G M + , onda za 0 < r < 1 red a n 

a n )n K 

apsolutno konvergira, a za 1 < r red divergira. 

Dokaz: Ako je 0 < r < 1, onda postoji e > 0 takav da je r + e < 
1. Sada za taj e postoji m G N sa svojstvom Vn G N (n > m) => 

— e < < r + £ = q j ili (n > m) (r — e < k/\a n \ < r + £ — q'j. 

Sada iz desnih nejednakosti i teorema 6.8 ili teorema 6.9. slijedi apsolutna 

OO 

konvergencija reda Z^ a n- U slucaju 1 < r uzimamo e > 0 takav da je 

72— 1 

r — e > 1. Tada pomocu lijevih nejednakosti i teorema 6.8 ili teorema 6.9. 

OO 

zakljucujemo divergency u reda Z a - □ 


72=1 
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U sljedecem primjeru se vidi da korolar 6.1. u slucaju r = 1 ne daje 
odluku. 

Primjer 6.10. Redovi za koje niti D’Alembertov niti Cauchyjev kriterij ne 
daju odluke o konvergenciji ili divergenciji: 


E 


n{n + 1) 


konvergira i 


On + 1 


_ n(n+l) _ n , -i 
(n+l)(n+2) n+2 


E — divergira i 
n 


n= 1 




On 


n + 1 


->■ l. 


v ^ 


n = 1 


— konvergira i ^ 


-> 1. 


— divergira i ~ 


n=l 


W ) ^ L 


Napomena 6.1. Ako D’Alembertov kriterij daje odluku, onda ju daje i 
Cauchyjev kriterij. Naime, ako je |a m+ fc| < q k \a m \, \/k G N, onda imamo 

m+ y/\a m +k\ A m+ \/|a m | g^^ g. Tada za £ > 0, g' = g + £ < 1, postoji 
m G N takav da (A; > m) =>- m+ -y|a m+ / c | < g'. Obratna tvrdnja nije istinita, 
sto pokazuje slijedeci primjer. 


Primjer 6.11. Dajemo primjer reda cija konvergencija se moze ustanoviti 
pomocu Cauchyjevog kriterija, ali D’Alembertov kriterij ne daje odluku o 
konvergenciji ili divergenciji. Neka je niz ( a n ) n definiran s a 2 n = -jrr, « 2 n+i = 


Jr, Vn G N. Tada je = 2 i = §, tj. niz 


^n+1 

\ 

Cin 

J 


ne 


2n+l 


Vra = I ' 22n+1 tj- tim n Qi n = I- 


Primjer 6.12. Za svako z G C red 


1 

E 


n=0 


n! 


apsolutno konvergira. Naime, 




z n+1 

&n+l 


(ra+1)! 



z n 



n\ 


n + 1 


0 = r < 1. 


Po korolaru 6.1. red apsolutno konvergira i definira funkciju E : C — > C, 
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Primjer 6.13. Za svaki z E C apsolutno konvergiraju redovi 


S(z) = j>l)' 


z 


2n+l 


,, cw=B- 1 )’ 


v 2n 


77=0 


(2n+ 1)!’ (2n)! 

°°^ 

Ti su redovi apsolutno majorizirani s redom N — . 

^ ' n' 


71—0 


Teorem 6.10. (Integralni Cauchyjev kriterij) Neka je f : [1, +oo) — » [0, +oo) 
neprekidna i padajuca funkcija na [1, +oo). 


r»+00 


1. Red f(n ) konvergira ako i samo ako integral / f(x)dx konver- 


71—1 

gira. 

2. Ako red konvergira onda vrijedi 

r+oo 


r»+00 


f(x)dx < J2f(n) < /( 1) + 


71 — 1 


f{x)dx. 


'i 


Dokaz: Neka je s n = f(k ) parcijalna suma reda i neka je F(x) = 


fe=i 


J f(t)dt, \/x e [1, +oo). 

Funkcija / je padajuca, pa VF e N i Vt G [/c, k + 1] imamo f(k + 1) < 

rk-\-\ 

fit) < /(&). Odatle je f(k + 1) < / f(t)dt < f(k ), V/c e N. Vrijedi 


F(n 


/»7i+l n rk -\- 1 n 

!) = / /(o^ = 5Z / f^> dt - 

'' 1 k=l^ k k = 1 


< y^fi k ) = Sn< 


</(!)+/ f(t)dt+ f(t)dt-\ b / f(t)dt = /(!) + F(n). 


' 77—1 


Dakle, Vn e N imamo F(n + 1) < s n < /(l) + F(n). 

/ +oo 

f(x)dx , tj. postoji lim x _>. +0O F(x). Posto je F 

rastuca funkcija, taj limes postoji ako i samo ako je F ogranicena, tj. 3 sup F. 
Tada vrijedi s n < /( 1) + supF, pa je i rastuci niz (s n ) n ogranicen, tj. red 

oo oo 

^^/(n), konvergentan. Obratno, ako red /(n) konvergira, onda je niz 


71—1 


77 — 1 
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(s n ) n ogranicen, a tada je i niz (. F(n)) n ogranicen. Zbog rasta funkcije F je 


r»+oo 


i ta funkcija ogranicena, pa postoji supF = lim F(x) = / f(x)dx. □ 


#—>■+00 


Primjer 6.14. Funkcija f(x) = — je neprekidna i padajuca na [l,+oo). 

r+°° d x 

Prema teoremu 5.17 / — konvergira za p > 1 i divergira zap < 1. Tada 

J i xP 

CO ^ 

i red > — konvergira za p > 1 i divergira za p < 1 . 

n p 


n= 1 


Primjer 6.15. Ispitaj konvergenciju reda 


n=2 


n ln p n 


za p > 1. Funkcija 


f{x ) = — — — , x G [2, Tex)) je neprekidna i padajuca. Vrijedi 


x ln p x 


F(x) = 


dt 


t ln p t 


p — 1 


y 


i-p 


In# 


In 2 


y — hit 
dy = dt/t 

1 1 
0-1 


+ 


f lnx dy_ 

/in 2 V P " 

1 1 

-1 o’ 


p — 1 ln p x p — 1 ln p 2 


pa je lim Fix) = , „ 

x^+oo p — 1 ln p 1 2 J 2 x ln p x 

konvergira za p > 1. 


+°o ,/, r 00 1 

. Dakle, red 


n=2 


n ln p n 


6.5 Produkt redova 

CO CO 

Definicija 6.5. Neka su b n redovi u M ili 

n = 0 n=0 

C. Definirajmo niz (c n ) n sa 


Cr?, 


X x. x. 


•• x 


^a fc 6 n _ fc , k = 0,1,2,.... (6.18) 

k = 0 

CO CO 

Red c n zovemo produktom redova a n i b n . 

71=0 71=0 71=0 

CO CO 

Teorem 6.11. Ako red apsolutno konvergira k A i red konver- 

71=0 

CO 

gira k B, onda red definiran s (6.18) konvergira k AB. 


n = 0 


n = 0 


172 


6. REDOVI 


n n 

Dokaz: Oznacimo A n = a k , B n = b k , B' n = B n — B , Vn G N 0 i 

k = 0 k = 0 

oo 

a = |a n |. Ako je a = 0 onda je a n = 0, Vn, a tada je A = 0 i c n = 0, Vn, 

71—0 

pa je tvrdnja istinita. 

OO 

Neka je sada a > 0, pa za parcijalne sume reda imamo: 

71—0 

C n = ao&o + (a 0 &i + gh&o) + • • • + («o b n + op&n-i + • • • + o n &o) = 


— cioB n + a\B n _i + ■ ■ -+a n B 0 — ao(B + B' n ) + ai(B + B^_0 + • • ' + a n (B+BQ), 

tj- C n = A n B + C;, gdje je C' n = aoBj, + ai-B^_ 1 + • • • + a n B' 0 . 

Pokazimo da vrijedi lim C' n = 0. Buduci daje lim B' n = lim (B n — B) = 

71— >• OO 71 — ^OO 71 — ^OO 

0, to postoji M > 0 tako da Vn, BjJ < M. Takoder, za bilo koji £ > 0 postoji 

OO 

peN takav da (n > p) (|B,'J < £ i = ^)- Zbog konvergencije reda a n 

71—0 

vrijedi lim a n = 0, pa za £ 2 = V., > 0 postoji q G N (g > p) takav da 

Vn (n > q) =>■ (|a n | < e 2 ). 

Uzmirno sada n £ = p + q. Za n > n e imamo: 


|Cnl < (l^olkl ^ ^ \Bp\\ a n-p\) + (|Bp + 1 ||a n _p_i| H h |BjJ|a 0 |). 


Zbog n—p > q vrijedi \C' n \ <£ 2 (|Bo|d 1" |Bp|) +£i(|a 0 | H b|a n _ p _i|) < 

e 2 (p + 1 )M + £ i a = £. Dakle, lim C' n = 0, a odatle lim C n = AB. □ 

71 — ^OO 71 — ^OO 


Napomena. U prethodnom teoremu nije moguce izostaviti uvjet apsolutne 

(-i)’ 


konvergencije kod oba reda. Naime, red 


"V Vl + n 


konvergira po Leibnizo- 


n = 0 


vom kriteriju. Kvadrat toga reda ima opci clan 


c n = (-iy 


+ 


1\/1 + n y/ 2 n 


+ ••• + 


y/k( 2 + n — fc) 


+ ••• + 


\/l + n 


Zbog 


1 

y/k(2 + n — k) 


> 


1 

1 + n’ 


V A; G {1, 2, . . . , n + 1} 


imamo |c n | > 1, Vn, pa kvadrat polaznog reda divergira. 
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Primjer 6.16. Pokazimo da za funkciju E iz primjera 6.12. vrijedi E(x)E(y) = 
E(x + y ), \/x,y. 


n\ 

n — 0 m — 0 


oo / n 


ry ' " 0 l IL / 

= =E(E 


ra=0 \k=0 


rjM yU—k 

k\ (n — A;)! 


EdE 


n! 


n=0 


, fc =0 


k\(n-k)\ 


x k y n 


Es E 


n=0 


v /c=0 


*pv-‘ 


= «(*+»)■ 


n=0 


n! 


Dakle, funkcija E je eksponencijalna funkcija. 


6.6 Redovi potencija 


Neka je (f n ) n niz funkcija f n : I — * M( ili C), / C M( ili C). 
zovemo redom funkcija. 


Red ^/ n 

n=0 


Ako je \/n G N 0 , f n (x) = a n (x — c) n , x G C, 
onda se red 

OO 

J^a n (a:-c) n (6.19) 

n=0 

naziva red potencija oko tocke c. Neka je 
K = {z G C; red (6.19) konvergira u z}. 

Sada definiramo r = sup{|z — c\;z G K} 
i nazivamo ga radijus konvergencije reda 
(6.19). 

Zbog jednostavnijeg pisanja uzmimo c = 0, tj. imamo red potencija oko 
nnle 

OO 

( 6 . 20 ) 

71—0 

Red 

OO 

^na n r n_1 . (6.21) 

71—1 

zovemo derivacijom reda (6.20) clan po clan, a red 



OO 


E 

71—0 


a n x n +l 

n + 1 


( 6 . 22 ) 


zovemo antiderivacijom (neodredenim integralom) reda (6.20) clan po clan. 
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Teorem 6.12. (o radijusu konvergencije) 

1. Redovi (6.20) , (6.21) i (6.22) imaju jednak radijus konvergencije. 


2. Ako je r radijus konvergencije reda (6.20) i r > 0, onda svi redovi 
apsolutno konvergiraju za \/z E C, \z\ < r, i divergiraju za \/z E C, 
\z\ > r. 

3. Ako je p = limsup n \/\a n \, onda je r = 


Dokaz: Neka je radijus konvergencije reda (6.20) r > 0 i neka je u E C, 
0 < |w| < r. Tada postoji z 0 E K, |w| < |* 0 | < r, tj. red a n z o 

konvergira. Zbog toga niz ( a n zjj) n konvergira k nuli pa je ogranicen, tj. 


3 M > 0 , 


\a n Zo\ 


< M, Vn, a odatle je | a n 


< - — — , Vn. Sada imamo 
“ ko| n 


7 / 

\a n u n \ < Mq n , gdje je g = — j < 1. (6.23) 

Pol 

Odatle slijedi konvergencija reda ^^L 0 |anW n |, tj. apsolutna konvergencija 
reda a n u n . Dakle, red (6.20) apsolutno konvergira \/z E K(0,r), tj. 
\z\ < r. 

Pokazimo sada konvergenciju redova (6.21) i (6.22) na istom skupu. U tu 
svrhu pomnozimo (6.23) prvo s a zatim s pa imamo: 


na n u n | "-- 1 < 6 n _ig, odnosno 


_^ u n+l 
n + 1 


1 

n+1 


< c n+ iq, gdje je 


(6.24) 


bn— 1 



^71+ 1 


(m |m I j 

V (n + l)qj 


1 

n+1 


Vrijedi lim n b n - 1 = lim n c n+ \ = 1. Za q < 1 3e > 0 tako da je q' — (1 + e)q < 
1, a takoder postoji n e E N tako da (n > n e ) => (6 n _i < 1+e) A(c n+ i < 1+e). 
Tada za n > n e iz (6.24) imamo 


na n u 


n— 1 I n-l 


< (1 + e))q = q < 1, 




tU 


n+1 


1 

n+1 


<0-1- = a' 


pa redovi (6.21) i (6.22) apsolutno konvergiraju po Cauchyjevom kriteriju. Iz 
prethodnog slijedi da za radijuse konvergencije r 2 i r 3 redova (6.21) i (6.22) 
vrijedi r = r\ < r 2 i r\ < r 3 . Red (6.20) je antiderivacija reda (6.21) clan po 
clan, pa po prethodnom vrijedi r\ > r 2 . Analogno, red (6.20) je derivacija 
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reda (6.22) clan po clan, pa je > r 3 . Dakle r = r\ = r 2 = r 3 ,a za |z| > r 
redovi divergiraju, jer bismo u suprotnom imali kontradikcijn s definicijom 
radijusa konvergencije kao supremnma. Tako smo dokazali tvrdnje 1. i 2. 

3. Ako je 0 < p < +oo onda sn za svaki £ > 0 gotovo svi clanovi niza 

( \/\ a n\)n manji od p + £, a beskonacno clanova je vece od p — e. 

Sada za \z\ > j odaberimo £ > 0 tako da je (p—e)\z\ > 1. Uzmimo podniz 

P V\ a Pn I > P ~ £, pa za \z\ > ^ vrijedi p kJ\a Pn zP n \ > (p — e)\z\ > 1. Dakle, 
podniz ( a Pri z Pn ) n ne konvergira k nuli, a tada niti niz ( a n z n ) n ne konvergira 
k nuli, tj. red divergira u svakoj tocki z G C, \z\ > j. 

Uzmimo z G C, \z\ < j i £ > 0 tako da je ( p + e)\z\ < 1. Sada za gotovo 

sve clanove niza ( k/\a n z n \) n vrijedi y/\a^z^\ < (p + e)\z\ = q < 1, tj. red 
apsolutno konvergira po Cauchyjevom kriteriju. 

Pokazali smo da red apsolutno konvergira Vz G C, \z\ < ^ i divergira 
\/z G C, \z\ > dakle, r = A □ 

Ako je r > 0 radijus konvergencije redova (6.20), (6.21) i (6.22), onda su 
sa 


OO 


/(*) 

= 

n=0 

(6.25) 

ZlO) 

n=l 

(6.26) 

Hz) 

oo 

= y^n(n - l)a ra z n ~ 2 , 

n=2 

(6.27) 

M 2 (z) 

= y ~Or(n - l)|a n ||z n ~ 2 

(6.28) 


71= 2 


definirane funkcije na Jl(0,r) C C. 


Lema 6.2. Neka je r > 0 radijus konvergencije reda (6.25). Za svaki 0 < 
r 1 < r i svaki par u, z G C, u ^ z i \u\ < r±, \z\ < r\, vrijedi nejednakost 


f(z) - f(u) 

z — u 


/l(u) 


< -M 2 (r 1 )\z - u I 


(6.29) 


Dokaz: Vrijedi 

u k —z k = (u—z)(u k ~ 1 +u k ~ 2 z h uz k ~ 2 -\-z k ~ 1 ) =>• \u k —z k \ < kr^lu— z\, \/k G N, 
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a odatlc je 


nu 


n— 1 


Z — U 


= I z n ~ l - n"- 1 + (z n ~ 2 - u n ~ 2 )u + --- + {z- u)u n ~ 2 1 < 


< \z-u\[{n-l)r™- 2 +(n-2)r™~ 2 +- • -+1 rf" 2 ] < (n = 2,3 


Odatlc slijedi 

/(*) - /(“) 


E' 

n=2 


Z — U 


Z — U 


h(u) 


E 

n=0 




Z — U 


E 

n=l 


nCLnU 


.n—1 


— n-u 


71—1 


< |^-«| ^ 1 V n! r i 2 = \z-u\M 2 (r 1 ). 


n=2 


□ 


Korolar 6.2. Neka su f : (— r, r) — y M * fi : (— r, r) — > M definirane s (6.25) 
* (6.26). Tada je fi(x) = f'(x), \/x G (— r, r) . Funkcija f ima derivaciju 
svakog reda na (— r,r ), tj. f G C°°((—r,r)). Takoder za a,b G (— r,r ), 
a < b, imamo 


njj OO OO OO 

/ a n x n dx = a n / x n dx = 

«/ O- ^ — n ^ — n ^ O- ^ — n 


ln x n+l 


n + 1 


ft OO 




“ n=0 


n = 0 n=0 “ n=0 

Dokaz: Iz leme 6.2 slijedi je f\ = /' na (— r, r), a onda rekurzivnim za- 
kljucivanjem slijedi da je / G C°°((—r,r)). 


6.7 Taylorovi redovi 

Neka je / : (c — r,c + r) — >■ M zadana s f{x) = Yl^=o a n( x ~ c) n , gdje je r > 0 


Formula za koeficijente je 


Tada je / 

G C°°((c 

/(c) 

— a o 

/'(c) 

= a\ 

/"(c) 

= 2a 2 

/W( c ) 

= n!a n 

ET 

E "S 
FC, 

il 

(n = 0, 1 


(6.30) 
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Definicija 6.6. Neka je funkcija / G C°°((c — r, c + r)). Red 


°° f(n ) 

E 


f (n '[c) 


(x — c 


n=0 


n! 


(6.31) 


zovemo Taylorov red funkcije f oko tocke c. Taylorovi polinomi T n (x) = 
Ylk = o ^ kf* ( x ~ c ) k su parcijalne sume Taylorovog reda. 

Teorem 6.13. Neka je I CM otvoreni interval, c € I i f : I — » R klase 

Ako postoje no G N, 5 > 0, M > 0 i C > 0 ; takvi da je 

|/<">(x)| < CM n n\, Vx G I' — (c — 8, c + 8) fl I, Vra > no, (6.32) 

onda red (6.31) konvergira k f(x), Vx G /' fl (c — jj, c + jj). 

Dokaz: Za svaki x G /, po Taylorovom teoremu srednje vrijednosti, postoji 
c x izmedu c i x tako da vrijedi 

/(z) = W + V— Wr(* - c ) n+1 - 


Odatle je 
\f(x)-T n (x)\ = 


(n + 1)! 


l/( " +1>fe) k c| n+ l < C M ’* +1 ( n+1 ) ! l„_„|n+l _ rUM 


X— C 


= C(M|a:-c|) ? 


n + 1)! (n + 1)! 

Za a: G T fl (c - T 7 ,c+ je M|x - c| < 1 pa je lim | f(x) - T n (x)\ = 0, tj. 

n— > oo 

“ f (n) (c) 

lim T n (x) = V p^(x - c) n = /(x). 


n = 0 


n! 


□ 


Teorem 6.14. Neka je I C K. otvoreni interval, c & I i f : I — >■ R klase 
C°°(I). Ako postoje 8>0,C>0iM >0 takvi da je 

|/ (n) (x)| < CM n , Vx G /' = (c - 8, c + 8) n /, Vn G N, (6.33) 

onda red (6.31) konvergira k f(x), Vx G I'. 

Dokaz: Vrijedi 


|/(x) -T n (x)| = 


l/ (n+ 1 ) (c*)| |x - c \ n+1 < “ C|)n+1 


(n + 1)! 


(n + 1)! 


0, 


zbog konvergencije reda \ j ■ 


□ 
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Primjer 6.17. Za funkciju f(x) — e x , x G M i c = 0 je f^ n \ 0) = 1, pa je 
Taylorov red oko nule E\- Za 5 > 0 vrijedi (s < 5) =>• ( e x < e s ), tj. 

Vs G (—5, 5) je le^l < e s = C. Sada, za svaki i 6R, postoji 5 > 0, takav da 
je x G (—6, 6), pa red konvergira k funkciji na citavom M. 

Primjer 6.18. Za funkcije /(s) = sins i /(s) = coss je \f^ n \x)\ < 1, 
Vs G M, pa vrijedi 


sins = 


E(«> 

71—0 


^,2n+l 

(2n+ 1)! 


coss = 


E(-d 

n= 0 


(2n)!’ 


za sve s G K. 

Primjer 6.19. (Binomni red) ZaaGMi^GN definiramo 


a(a— l)***(a— fc+1) 

k ~ *> ’ 


s tim da je 


1. Promatrajmo red potencija f^j x n . Po D’Alcmbertovom 


kriterijn imamo 


n=0 


®n+l 

CL n 



a — 71 

n + 1 


X 



= r, 


dakle, za |s| < 1 red apsolntno konvergira, a za |s| > 1 divergira. Neka je 
/ : (—1,1) — > M fnnkcija definirana s /(s) = (1 + s)“. Vrijedi /^(s) = 

a (a — 1) • • • (a — n + 1) (1 + s) a_n , pa je — , Vn G N. Pokazimo 


n=0 


da je /(s) = (“ ) s n , Vs G (-§, ±). 


Neka je n 0 G N, n 0 > o + 1. Tada za n > n 0 imamo n — a > 


pa 
Odatle je 


= |o||l- 2 f 1 l 


\ Q+i m _ qh-i \ . . . q _ Q!+i \ < 

7ln — 1 ^ 710 Z V 71 / — 





n\ 


w 


no 

a 

n 0 ~ 1 


a 

n 0 - 1 


(1 + x) ( 


(l + s) Q - n < 

U slncajn |s| < \ je 1 + s > \ pa vrijedi (1 + x)~ n < 2 n , Vn G N. 
Stoga na intervaln (— |, |) vrijedi nvjet (6.32) iz teorema 6.13 za C — 
a N 


n 0 - 1 


max{ (§)“,(§)“} i M = 2. 


Moguce je dokazati i vise. Lako se provjeri da funkcije / i funkcija de- 
finirana sumom binomnog reda na (—1,1) zadovoljavaju diferencijalnu jed- 
nadzbu (1 + x)y' = ay s pocetnim uvjetom y(0) = 1. Zbog jedinstvenosti 
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rjesenja takve zadace, te su funkcije jednake na intervalu (—1, 1). Dakle, 

(i + *)“ = E(“V' Vie (-1,1)- 


n= 0 


Primjer 6.20. Naci Taylorov red oko c = 0 funkcije f(x) = ln(l + x) i 
ispitati njegovu konvergenciju. 

^ OO 

Vrijedi f'(x) = - — ; — = ^^(— l) n x n , za x G (—1,1) (geometrijski red). 


1 + x 


n = 0 


Tada po teoremu 6.12. i korolaru lcrne 6.2. imarno f(x) = ln(l + x) — 

°° ™n+ 1 °° ™n 

Ei- 1 )”— ? = EG 1 )"" 1 - za 1 e <-!■ !>■ 

z “ n + 1 z — ' n 


n 


n = 0 n= 1 

Primjer 6.21. Naci Taylorov red oko c = 0 funkcije fix) = Tg _1 x i ispitati 
njegovu konvergenciju. 

1 h X 

Vrijedi f\x) = 1 | ^ = ^(— l) n x 2n , za x G (—1,1) (geometrijski 


1 + x 2 


71—0 


red). Tada po teoremu 6.12. i korolaru lcme 6.2. imamo f{x) = Tg 1 x = 


Ei- 1 )’ 


x 


2n+l 00 


2n—l 


2n + 1 

71—0 71—1 


ZaXG 


Primjer 6.22. Naci Taylorov red oko c = 0 funkcije f{x ) = Sin l x i ispitati 
njegovu konvergenciju. 

Vrijedi f'(x ) = ( 1 — x 2 ) _ 2 — ^(— l) n ( x 2n ; za x G (—1, 1) (binomni 

n=o k 7 

red). No, 

( _ 1)n M^ _ l-3---(2n-l) _ l-3---(2n-l) (2n-l)H 


pa imamo f(x ) = 


2 n n! 2 • 4 • • • 2n 

x 2n . Odatle je 


( 277 .) ! ! ’ 


(2n — 1)!! 2n 


71=0 


(2ri) ! ! 


f(x) = Sin x x = ^2 


71=0 


(271- 1)!! x 2n+1 
(2n)H 2n + l 


, za x G (—1, 1). 


Teorem 6.15. (Abelov teorem) Ako red 
onda je s 

OO 

f ( x ) = '}Ta n x n , 

71—0 


OO 

a n konvergira i ima sumu s, 

71—0 


x| < 1 , 


(6.34) 


180 


6. REDOVI 


deftnirana funkcija f : (—1, 1) — » M i vrijedi s = lim f(x). 

X — >1 — 

Dokaz: Trebamo dokazati 


(Ve > 0)(35 > 0)(Vx)((0 < 1 — x < 5) =>- (| f(x) — s\ < e)). 
Mnozenjem (6.34) s 

- OO 

E- 


1 — x 


= 2^ x 

n = 0 


dobivamo 


f( x ) 

1 — x 


^± = J2s n x n , \x\<l, 

— nr L J 


(6.35) 


(6.36) 


71=0 


gdje je s n = E cik parcijalna suma polaznog reda. Pomnozimo (6.35) sa 


k = 0 

s(l — x) te (6.36) si — x. Oduzimanjem dobivenih rezultata slijedi 

OO 

f(x) — s = (1 — x) ^^(s n — s)x n , |x| < 1. (6.37) 

n=0 

Uzmimo sada e > 0 bilo koji. Zbog lim n _ > . 00 s n = s 3n E G N takav da 

£ ( Ue X _1 

(n > n e ) => (|s n -s| < f). Neka je 5 = - ( ^ |s n - , 

\n=0 

(6.37) rastavimo na sumu od 0 do n £ i od n £ + 1 do oo. Tada za0<l — x < 5 
imamo 


Desnu stranu od 


\f( x ) ~ s l < 


s„ — si 


+ (1 — x) |s n — s\x n < 


71=0 


n=n £ +l 




Sn. S 


+ xn < 7j + 7j = £ - 


n= 0 


n=n e + 1 


□ 


Primjer 6.23. 


Vrijedi 


E 


n 


In 2. Naime, funkcija / iz primjera 


71=1 

6.20. i prethodni red zadovoljavaju uvjete Abelovog teorema. 

Korolar 6.3. Ako redovi Y a n, Y^n, Y c n konvergiraju k A,B,C i ako je 
°n = Yk.=o a kbn-k- An, onda je C = AB. 
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oo oo oo 

Dokaz: Oznacimo f(x) = a n x n , g(x) = '^^b n x n ,h(x) = c n x n , |x| < 

n = 0 n = 0 n=0 

1. Vrijedi h{x) = f(x)g(x), Vx G (—1,1). Prema teoremu 6.15 je C = 
lim h(x),A = lim f(x),B = lim g(x), pa po teoremu o jednostranom 

x—>l— x—*\— x^l— 

limesu produkta vrijedi 

C = lim h(x) = lim (f(x)g(x)) = lim f(x) lim g(x) = AB. 

x—*l— x—*\— x — ^ 1 — x—*l— 


□ 


Korolar 6.4. Neka je f : (e,r) —$■ M, gdje je 0 < e < r, definirana s 

OO OO 

f(x) = J2 a n x n , neka postoji f{r—) i neka red a n r n konvergira. Tada je 

71=0 71=0 

OO 

f{r~) = ^a n r n . 

71=0 

OO 

Dokaz: Red potencija a n r n x n zadovoljava uvjete teorema 6.15. na in- 

n = 0 

tervalu (—1, 1). □ 


6.8 Fourierovi redovi 

Neka je / : M — > M periodicka funkcija s periodom 2n. Zelimo tu funk- 
ciju prikazati pomocu jednostavnijih funkcija istog perioda. Takve funkcije 
su oblika Zl silicic + ip), gdje A nazivamo amplitudom, oj je kutna frek- 

71 

vencija, a ip je fazni pomak. Funkciju A h si n(kx + ipk ) zovemo trigono- 

k = o 

metrijski polinom. Trigonometrijski polinom moguce je napisati u obliku 

71 

cos kx + bk sin kx). Red oblika 

k = 0 


Qq 

~2 


OO 

^^(a n cos nx + b n sin nx) 

71=1 


(6.38) 


zovemo trigonometrijski red. 

Promotrimo vektorski prostor V svili neprekidnih funkcija / : [— tt, i r] — y 

/»7T 

M snabdjeven sa skalarnim produktom (f\g) = / f(x)g(x)dx. Za funkcije 
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sinnx,cosnx, (n G N), vrijedi 


cos nxdx = 0 , 

f_ sin nxdx = 0 , 

Jjj sin nx cos mxdx = 0 , 

f* sin nx sin mxdx = n 8 n ^ m , 
fjj cos nx cos mxdx = tt <5 njm , 


\/n G N, 

Vn G N, 
Vn, me N, 
Vn, m G N, 
Vn, me N. 


To pokazuje da je skup fnnkcija {^=, ^ sin nx, ^ sin nx: n G N}, ortonor- 
miran skup vektora u V. Ako u konacno dimenzionalnom unitarnom prostoru 
V zelimo vektor x prikazati kao linearnu kombinaciju vektora neke ortonor- 
mirane baze {ei, e 2 , . . . , e n } onda su koeficijenti u tom prikazu oblika (/ (e*,), 


k = 1, ... ,7i. Neka je / : [— n, 7t] — )• IR. zadana s f(x) 


ao 

2~ 


OO 

^^(a n cosnx + 

n=l 


b n sin nx) . Po analogiji s konacno dimenzionalnim slucajem, koeficijenti u 
tom prikazu su oblika 


i r 

a n = — / f(x)cosnxdx, Vn G N U {0}, (6.39) 

^ J — 7T 

i r 

b n = — / /(x) sin nxdx, Vn G N, 

tt y-* 


i nazivaju se Euler 1 2 Fouricrovi koeficijenti. 


Oznacimo sumu Fourierovog reda s S'(x) = + ^^(a n cosnx + 5 n sin nx) 


72— 1 


Teorem 6.16. (Dirichlet) 3 Neka je f : [ — 7r, 7t] — > M takva da vrijedi 
{%) Funkcija f ima najvise konacno prekida i to prve vrste na [— tt, 7 r ] . 


(ii) Funkcija f je po dijelovima monotona na [— 7r, 7r] . 


Tada Fourierov red funkeije f konvergira Vx G !L Neka je S : M — > M suma 
Fourierovog reda. 

Ako je f neprekidna u x G onda je S(x) = /(x). Ako f ima 

prekid u x G (—n,ir), onda je S(x ) = — ^ - . Takocter je S(— n) = 

/(7T-)+/(-7r+) 

= o ■ 


1 Leonhard Paul Euler (Basel, 15. travanj 1707. - St Petersburg [Rusija], 18. rujan 
1783.) svicarski matematicar 

2 Jean Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21. ozujak 1768. - Paris, 16. svibanj 1830.) 
francuski matematicar 

3 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Dren, 13. veljaca 1805. - Gottingen, 5. 
svibanj 1859.) njemacki matematicar 
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Dokaz: Dokazujemo samo konvergenciju reda i to uz jaci uvjet da je / G 
C+ 2 \[ — 7r , 7r] ) . Parcijalnom integracijom dobivamo 


i r 

a n = — / f[x) cos nxdx 
^ J — IT 


f(x ) sinnx 


n7r 


nil 


f\x ) sin nxdx = 


fix) cos nx 


n 2 7r 


n 2 7r 


/"(x) cos nxdx = 


n 2 7r 


/"(x) cos nxdx, 


gdje su prethodni sumandi jednaki nuli zbog periodicnosti. Zbog neprekid- 
nosti f" postoji M > 0 tako da je |/"(x)| < M, \/x G [ — 7r, 7r] . Odatle je 
| a n | < ^4 f, Vn G N. Analogno se dobije |6 n | < Vn G N. Odatle slijedi 
da je Fourierov red apsolutno majoriziran s redom AM ~ 2 , a potonji je 
konvergentan. □ 


Primjer 6.24. Neka je f(x) = | * 1 neka J e P° P eri ‘ 

odicnosti prosirena na R, tj. f(x + 2n) = fix), Vx G R. Imamo 


a n = — / fix) cos nxdx = 0, 

7T ./ — -Jr 


bn — 


7T 


fix) sin nxdx — — I sin nxdx = — cos nx 


7T 


7m 




tj- &2n = 0, &2n— 1 = (2ra l 1)?r , U G N. 
Dakle, S(x) = ■£ Sin<2 " + 1>X 


s(w r) = 


n=0 

_ f (—kir+)— f (kn—) _ 
2 


2 n + 1 


, s tim da je S'(x) = /(x) za i / rt7r i 


= 0. 


6.9 Uniformna konvergencija nizova i redova 
funkcij a 

Neka je (/ n ) n niz funkcija f n : I — > M, / C R, Vn G No- Niz funkcija 
konvergira (obicno ili po tockama) k funkciji / : / > R, ako Vx G /, 

/(x) = lim / n (x) 

n— >■ oo 
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Primjer 6.25. Neka je za n G N funkcija 
f n : [0, 1] — >■ M definirana s 


fn(x) 


-nx + 1 ; 0 < x < - 
0 ; ± < x < 1 

' n. — — 


Vrijedi f(x) = lim f n (x) = 0, Vx G (0, 1] 

n— »■ oo 

i /(0) = lim /„( 0) = 1, tj. funkcija / ima 

n— >• oo 

prekid u tocki 0. Dakle, obicni limes niza 
funkcija ne cnva neprekidnost. 



Canchyjev oblik definicije limesa niza funkcija po tockama glasi: 


(Vx G /)(Ve > 0)(3n e e N)(Vn e N)((n > n e ) => (| f n (x) - f(x)\ < e)). 

(6.40) 

Definicija 6.7. Za niz funkcija (/„)„, Vn e No, /„ : / 4 1, 1 C 1, kazemo 
da uniformno ili jednoliko konvergira k funkciji / : I 4 1 na I, ako 


(Ve > 0) (3n £ e N) (Vx G /) (Vn G N) ((n > n e ) ^ (|/„(x) - /(x)| < e)). 

(6.41) 

Teorem 6.17. Neka su Vn G N, f n : I — > I, / C M, neprekidne funkcije na 
I . Ako niz ( /„)„ uniformno konvergira na I k funkciji /:/—)■ M, onda je f 
neprekidna na I . 

Dokaz: Uzmimo bilo koju tockn c G / i dokazimo da je / neprekidna u c, 

tj- 


(Ve > 0) (35 > 0)(Vx G I) ((|x - c| < 5) (|/(x) - /(c) | < e)). 

Neka je £ > 0 bilo koji. Iz nniformne konvergencije niza (f n )n k /, postoji 
n £ G N tako da 

(Vx G /) (Vn G N) ((n > n e ) (|/„(x) - /(x)| < |)). (6.42) 

Zbog neprekidnosti funkcije f n u c vrijedi 

(3<5 n ) (Vx G I) ((|x - c| < 5 n ) ^ (|/„(x) - / n (c)| < |)). (6.43) 


Uzmimo sada bilo koji n > n £ i stavimo 6 = 8 n , pa imamo 

(|x-c| < 8) => (|/(x)-/(c)| < |/(x)-/ n (x)|+|/ n (x)-/ n (c)|+|/ n (c)-/(c)| < e). 
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Dakle, / je neprekidna u c, a onda i na /. □ 

OO 

Neka je Vn G N, u n : / — * M, / C M, i neka je red funkcija, 


3 ; 5 77 , 


n= 1 


Uk , n G N, njegove parcijalne sume. Red uniformno konvergira 


na 


fc=i 


n= 1 


/, ako niz (s n ) n uniformno konvergira na /. 


Teorem 6.18. kRo je sva/a clan reda funkcija po apsolutnoj vrijed- 

n=l 

nosti manji Hi jednak od odgovarajuceg clana konvergentnog reda s pozitivnim 

OO 

clanovima E a n ; tj. 


n= 1 


\u n (x)\ < Vx G /, Vn G N, 

OO 

onda red uniformno konvergira na I. 


(6.44) 


72=1 


Dokaz: Zbog (6.44) je red ^^u n (x) apsolutno majoriziran s konvergentnim 

72—1 

OO OO 

redom ^^a n , \/x G I. Tada red ^^u n (x) apsolutno konvergira Vr G / 


72—1 


72=1 


i definira funkciju /:/—>■ M, /(a;) = ^^u n (x). Dokazimo da niz 


72=1 


uniformno konvergira k /. 

Uzmimo bilo koji e > 0. Tada postoji n £ G N takav da Vn G N, 

OO 


(n 


> n £ ) => (E 0^ < e). Dakle, za n > n £ , zbog Vx G /, 


k=n 

oo 


k=n 


< 


ak < £, vrijedi \/x G /, |s n (:r) — f{x) \ < e, tj. imamo 

□ 


k=n k=n 

uniformnu konvergencij u 


OO 

Korolar 6.5. Ako red potencija a n x n konvergira za neko Xo G M, onda 

72=0 

on uniformno konvergira na svakom segmentu I C (— |x 0 |, |xq|). 
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Dokaz: Uzmimo bilo koji segment / C (— |x 0 |, |x 0 |). Tada postoji q G [0, 1) 

OO 

takav da vrijedi |x| < q\xo\, Vx G /. Posto red a n x p konvergira, njegov 


77=0 


opci clan tezi k nuli, pa postoji M > 0 takav da je |a n Xg| < M, Vn G N. 


Sada imamo \a n x n \ < | | 


\x\ 


kol r 


< Mq n , Vn G N, pa po teoremu 6.18. red 


a n x n uniformno konvergira na /. 


□ 


71=0 


Korolar 6.6. Ako je za svako n G N, u n : I — > M neprekidna funkcija na 

OO 

I, te ako red u n uniformno konvergira na I k f : I — > M ; onda je f 

71=1 

neprekidna na I . 

Teorem 6.19. Neka je za svaki n G N, u n : / — » M neprekidna funkcija na 

OO 

/ = [a, 6], te nefca red uniformno konvergira na I k f : I K. Tada 


71=1 


za svaki x G / red / u n (t)dt uniformno konvergira na I k f(t)dt, tj. 

71=1 

vrijedi 

7* X f OO \ OO /**7 

u n (t)dt. (6.45) 


/ '!'■ / OO \ OO n'T 

\n=l / n=l “' a 


Dokaz: Po prethodnom korolaru je /:/—>■ M neprekidna na /, pa za svaki 

71 71 

f(t)dt. Oznacimo sa s n = i s P„ = f/ fc , 17fc(x) = 

fc=i fc=i 

/»# 00 

/ Uk(t)dt. Zbog uniformne konvergencije reda za bilo koji e > 0, 

postoji n £ G N takav da Vn G N, Vt G /, (n > n e ) =>■ (| f(t) — s n (t)| < g£^). 

pX 

Tada za F(x) = / f(t)dt i Vx G / imamo 


Vn G N, Vx G /, (n > n e ) =>• |F(x) — V^(x)| = 

< ri/(t)-an(t)|*<e^<e. 

Ja o-a 

OO 

Dakle, red U n uniformno konvergira k F. 

71=1 



□ 
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Primjer 6.26. Integral i limes niza funk- 
cija opcenito ne komutiraju, ako konvergen- 
cija niza nije uniformna. Definirajmo f n : 
[0, 7r] — * M, n G N, na slijedeci nacin: 


fn(x) = 


n sin nx ; 0 < x < - 

* — — n. 


0 



; - < x < 7T 

7 n — — 

Fnnkcije f n sn neprekidne na /, f(x) = 

/»7T 

liin f n (x) = 0, \/x G /, / f(x)dx = 0 i 
n Jo 

r /■« 

/ f n [x)dx— / nsmnxdx — 2, Vn G N. 

Jo Jo 

Teorem 6.20. IVefca za svaki n G N, funkcija u n : / — )■ M zma neprekidnu 

OO 

derivaciju na I = [a, &], ne/ca red konvergira k f : I K. na I i neka 

n = 1 
oo 

red ^^u' n uniformno konvergira k g : I — * M na I . Tada je g — f na I , tj. 


n = 1 


oo \ oo 

XX) = XX 

*.72=1 / n=l 


Dokaz: Funkcija g = je suma uniformno konvergentnog reda nepre- 


n= 1 


kidnih funkcija na /, pa je i sarna neprekidna na /. Po teoremu 6.19. funkciju 
g smijemo integrirati clan po clan, tj. 


/ ; X °° nx 

g(t)dt = Y^ / u' n {tyit 

n= 1 Ja 


^2{u n (x) - w n (a)] = ^ u n [ [x) - ^ u„(a) = f(x) - /(a). 


72—1 


72—1 


72—1 


Dakle, g — f na /. 


□ 


Primjer 6.27. Derivacija i limes funkcija opcenito ne komutiraju, ako ko- 
nvergencija niza derivacija nije uniformna. Definirajmo f n : [ — 7r, 7 t] — > M, 

n G N, sa f n (x) = — sinnx, Vi G / = [— it, 7t], Vrijedi lim f n = 0 uniformno 
n n 

na /, ali niz (/^) n ne konvergira na /. 
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6.10 Sumiranje redova u smislu Cesara 


Oznacimo s M N vektorski prostor svih nizova rcalnih brojeva. Neka je S C M N 

OO 

skup nizova (a n ) n za koje red konvergira. S je vektorski prostor, tj. 

n= 1 

za VA, n G M i Va, b G S je Aa + fib G S. Funkcija L : S — > M koja nizu 

OO 

pridruzi surnu odgovarajuceg reda, tj. L : a = (a n ) n H * s = a n je linearan 

n= 1 

funkcional, tj. L(Xa + fib) = A L(a) + fiL(b), VA, /iGl i Va, b G S. 

n 

Neka je s = lim s„, gdje su s n = } ak, n G N, parcijalne sume reda. 

71— > OO ' 

fc=l 

Definiramo niz (cx n ) n sa 

1 n 

o n = ~ ^ s k , n G N. (6.46) 

n 

k = 1 

Definicija 6.8. Neka je (s n ) n niz u M i (o n ) n niz definiran s (6.46). Ako 
niz (<7 n ) n konvergira i cr = lim cr n , onda a zovemo limes niza (s n ) n u smislu 

71— > OO 

Cesara 1 . 


Propozicija 6.1. AA:o niz (s n ) n konvergira i ako je s = lim s n , onda i niz 

71— »• OO 

(crn)n konvergira i s = lim cr n . 

n— >-oo 

Dokaz: Neka je s = lim s n i neka je e > 0 bilo koji. Oznacimo e n = s n — s, 

n—>oo 

n G N, pa postoji rn G N takav da Vn G N, (n > m) => (|e n | < |). Sada za 
n > m + 1 imamo 


Sl + . . . + S m+ i Sm+2 + • • • + S n 
CTn = 1 


n 


n 


Si + . . . + s m _|_i n — m — 1 £ m +2 + • • • + £r 

1 s H 


n 


n 


n 


a odatle 


o n - s < 


Si + . . . + s m+ i | m + 1 n — m — Is 


+ 


s + 


n 


n 


n 


Uzmimo n £ > m+ 1 takav da vrijedi 


Sada Vn G N, (n > n e ) =>• |<r n — s| < e. 


I Si + . . . + S m _)_i| £ . (m + 1) I s I £ 

— < - i — < -. 

n £ 3 n £ 3 

□ 


1 Ernesto Cesaro (Napulj, 12. travanj 1859. - 12. listopad 1906.) talijanski mate- 
maticar 
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Primjer 6.28. Neka je a n = (— l) n 1 , n e N. Red E a n ne konvergira u 

n — 1 

obicnom smislu, ali konvergira u smislu Cesara. Naime, s^n — 0, s 2 n -i — 
n e N i a 2n = \ i o 2n -\ = n G N, tj. lim n a n = \. 


Primjer 6.29. Geometrijski red konvergira u smislu Cesara \/x G [—1, 1) i 
vrijedi formula 




n = 0 


l 

1 — X 
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A Algebra izjava 


A.l Izjave i veznici 

Mnoga razmatranja u teoriji skupova postaju preglednija ako koristimo logicke 
simbole i logicke zakone konstruirane u toj logici. Iz tog razloga navodimo 
osnovne pojmove iz matematicke logike na koje cemo se pozivati. 

Osnovni objekti matematicke logike su izjave koje oznacavamo p, q, r, 

. . .od kojih svaka moze biti ili istinita ili lazna, ali ne i oboje. Od izjava se 
pomocu logickih veznika i operatora negacije, uz upotrebu lijevih i desnih 
zagrada, slazu druge izjave. 

Osnovni veznici su i, ili, ako. . . onda, onda i samo onda : 

p A q (i) konjunkcija , logicki produkt, 

p\J q (ili) disjunkcija , logicka suma, 

p =>■ q (ako. . . onda) implikacija, 
p ^ q (onda i samo onda) ekvivalencija. 

Operator negacije je ->p (ne p). 

Ako s 1 oznacimo vrijednost istinite izjave, a s 0 vrijednost neistinite 
izjave, logicki veznici i operator negacije definirani su slijedecom tabelom: 


p 

q 

p A q 

p V q 

p => q 

p ^ q 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

i 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

l 

1 

1 

1 

1 


P 

“■ P 

0 

1 

1 

0 


Logicki zakoni ili tautologije su izjave sastavljene od slova p, q, r, . . . i 
logickih simbola A, V, =>, takve da kad slova zamijenimo bilo kakvim 

izjavama, istinitim ili laznim, uvijek dobijemo istinitu izjavu. 
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Ako za neku izjavu zelirno provjeriti da li je tautologija onda, koristeci 
definicione vrijednosti za logicke operatore iz tabele, uvrstavamo sve moguce 
istinosne vrijednosti za ulazna slova. Taj postupak za izjavu 

(p A q) (p V r) 


ispisujemo pomocu tabele: 


p 

q 

r 

p A q 

pVr 

(p A q) =>■ (p V r) 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


o znaci da je gornja izjava 


U zadnjem stupcu tabele su samo jedinice, st 
tautologija. 

Slijedece tautologije su osnovni zakoni algebre logickih izjava: 


(pVg) 
{{jp V q) V r)) 
(pAq) 
{{p A q) A r)) 
{p A {q V r)) 
(p V (g A r)) 
(pVp) •*=> p 
(pVl)^l,(pA 0)^0 
((p => 9) A (g => r)) 
(p V -ip) 1 

“■(p v 9) 
“■(p A 5) 
(p =► 9) 
(p =► 9) 
“•(p =► 9) 

0 =>■ P, P P 


(q vp) 

(p V (g V r)) 

(9 Ap) 

(p A (q A r)) 

({p A q) V (p A r)) 

((p V g) A (p V r)) 

(p Ap) p 

(p V 0 ) p, (p A 1 ) p 

(p =>■ r) 
p 43 - — 1— >p 
-ip A -15 
-ip V -i(/ 

(-■9 => _, P) 

(“■P v 9) 

(P A 

p =>■ 1 


komutativnost disjunkcije 
asocijativnost disjunkcije 
komutativnost konjunkcije 
asocijativnost konjunkcije 
prvi zakon distribucije 
drngi zakon distribucije 
idempotentnost 
apsorpcija 

tranzitivnost implikacije 
dvostruka negacija 
de Morganovi 
zakoni 

kontrapozicija 




j 


U npotrebi je i veznik V ekskluzivna disjunkcija ( ekskluzivni Hi) koji se 

def 

definira sa p V q <4 (p A ->q) V (q A ->p). Izjava p V q je istinita ako i samo 
ako je istinita tocno jedna od izjava p, q, tj. (p V q) (p V q) A -<(p A q). 
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A. 2 Izjavne funkcije i kvantifikatori 

Promatramo izjave s promjenljivom varijablom Ako za objekt x sta- 

vimo ime nekog objekta i ako tako dobivena izjava bude istinita onda kazemo 
da taj objekt zadovoljava izjavnu funkciju <h. U nekim slucajevima je varija- 
bla te funkcije ogranicena nekim sknpom A, a mognce je da nema ogranicenja. 
Ta se cinjenica opisuje pomocu kvajitiftkatora. Imamo dva kvantifikatora: 

V univerzalni kvantifikator, 

3 kvantifikator egzistencije. 

Ako je neka fnnkcija ogranicena konacnim sknpom A = {cti, . . . , a n } onda 
vrijedi: 

V(i 6 AA $(ai) A <f>(a 2 ) A • • • A <3>(a n ), 

3(x G A)<f>(x) AA $(ai) V <P(a 2 ) V • • • V <k(a n ). 

Nadalje vrijedi: 

V(x e 0)<f>(x) 1 , 3(i 6 0)<f>(x) AA 0. 

Za a G A imamo: 


V(x G A)<f>(x) <f>(a) , <f>(a) => 3(x e A)<f>(x). (A.l) 

Pravila koja daju vezn izmedn kvantifikatora i logickih operacija su: 

Vx($(x) A \k(x)) AA (Vx$(x) A Vx'P(x)), (A. 2) 

3x($(x) V 'k(x)) AA (3x$(x) V dx'PlA)). (A. 3) 

Prethodne relacije govore o distribntivnosti univerzalnog kvantifikatora na 
prodnkt i kvantifikatora egzistencije na suniu. 

(Vx$(x) V Vx'P(x)) Vx(<f>(x) V 'P(x)), (A. 4) 

3x(<f>(x) A 'k(x)) (3x<f>(x) A 3x'P(x)). (A. 5) 

Za prethodne dvije implikacije ne vrijedi obrat. Vezn kvantifikatora i opera- 
tora negacije daju izjave: 

-i(Vx<f>(x)) AA 3x(-i<f>(x)), (A. 6) 

-■(3x < f > (x)) Vx(-i < h(x)). (A. 7) 
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U slucaju kada je izjavna funkcija konstantna u implikacijama (A.1),(A.4), i 
(A. 5) vrijedi ekvivalencija. 


(\/x)p 


P, 

(A.8) 

(3 x)p 


P, 

(A.9) 

Mx{p V <f>(a;)) 


p V (Vx$(a;)), 

(A. 10) 

3 x(p A <f>(a;)) 


p A (3x$(x)). 

(A- 11) 

(p \/x$(x)) 


\/x(p =>- $( 2 ;)), 

(A. 12) 

(\/x$(x) p) 


3a;(4>(a;) =>- p). 

(A. 13) 


Izjavne funkcije mogu imati vise argumenata, npr. Q(x,y). Za 

njih vrijede isti zakoni (A.l) - (A. 13), a u (A. 7) - (A. 13) moze se uzeti izjavna 
funkcija koja ne zavisi o x. 

Imamo slijedeca pravila: 

Vx\/y&(x,y) <S=> \/y\/x$(x,y), (A. 14) 

3x3 y$(x,y) 3y3x$(x, y). (A. 15) 

Iz tog razloga umjesto VxWy pisemo skraceno Vx, y , a umjesto 3x3y pisemo 
3x,y. Vrijedi : 


(Va^a;) V Va^a;)) \/xWy($(x) V ^(y)), (A. 16) 

(3a;4 ) (a;) A 3a:'k(a;)) <S=> 3x3?/(4 , (a;) A ^(i/)). (A. 17) 


Za slucaj kombinacije kvantifikatora egzistencije i univerzalnog kvantifi- 
katora imamo dijagram kao na slici (A.l), gdje je Q(x,y) izjavna funkcija. 



=>• \/y3x$(x, y) 



ft 3 x,y$(x,y) 


Slika A.l: Dijagram implikacija za kvantifikatore 


B Elementarna teorija skupova 


U ovom dodatku cilj je definirati osnovne operacije sa skupovima i ispitati 
njihova svojstva. Uvodimo i jednostavnu aksiomatiku dostatnu za izgradnju 
tzv. Boolc-ove algebre skupova. 

B.l Skupovi i operacije sa skupovima 

U ovoj tocki uvodimo najjednostavniju aksiomatiku koja nam omogucava 
zasnivanje Boole-ove algebre skupova, tj. strukture u kojoj su definirane 
samo binarne i unarne operacije sa skupovima. Osnovni ili primitivni poj- 
movi su skup i element skupa. 

AKSIOMI ELEMENTARNE TEORIJE SKUPOVA 
(O) Aksiom obuhvatnosti: 

Ako su A i B skupovi sastavljeni od jcdnih te istih elemenata onda se 
oni podudaraju, tj. A = B onda i samo onda ako vrijedi 

Vx((x G A) (x G B)). 

(A) Aksiom unije: 

Za bilo koje skupove A i B postoji skup kojem su elcmenti svi elementi 
skupa A i svi elementi skupa B i koji ne sadrzi druge elemente, tj. 

VAVB3C(Vx((x eC )<=> ((x G A) V (x G B)))). 

(B) Aksiom razlike: 

Za bilo koje skupove A i B postoji skup kojem su elementi oni i samo 
oni elementi skupa A koji nisu elementi skupa B, tj. 

WA\/B3C(\/x((x GC)tt ((a; G A) A (x & B)))). 
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B. ELEMENTARNA TEORIJA SKUPOVA 


(C) Aksiom egzistencije (postojanja): 

Postoji barem jedan skup. 


Teorem B.l. Skupovi cije postojanje slijedi iz (A) i ( B ) su jedinstveni. 


Dokaz: Pretpostavimo da postoje dva skupa C\ i C 2 koji zadovoljavaju 
uvjete aksioma (A). Tada vrijedi 


((x G Cl) ((x G A) V (x G B )) 

((x e C 2 ) ((x e A) v (x g B )) 


=> ((x G Cl) ^(xe C 2 )). 


Odatle po aksiomu (0) slijedi Ci = C 2 . 

Analogno pretpostavimo da postoje dva skupa D 1 i H 2 koji zadovoljavaju 
uvjete aksioma (B). Tada vrijedi 


w ((x G Hi) «=> ((x G A) A (x £ H)) 

((X 6 z> 2 ) « ((X el)AM B)) 


=► ((x G Hi) «(x6 H 2 )). 


Odatle po aksiomu (O) slijedi H x = H 2 . 


□ 


Napomena B.l. Kao posljedicu Teorema B.l. imarno mogucnost uvodenja 
jedinstvenih oznaka za uniju A U B i za razliku A\B. 

Pomocu unije i razlike mozemo definirati dvije nove operacije sa skupo- 
vima. 

Definicija B.l. Presjek skupova A i B je skup 

AnB = A\ (A\B). 

Napomena B.2. Iz definicije razlike slijedi 

xgAOH<^(xgA)A -.(x G A \ B) AA (x G A) A (->(x G A) V (x G B)) aa 

AA ((x G A) A -i(x G A)) V ((x G A) A (x G B)) « (x G A) A (x G B). 
Dakle 

x G A n B AA (x G A) A (x G B). (B.l) 


B.2. INKLUZIJA I PRAZAN SKUP 
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B.2 Inkluzija i prazan skup 

Definicija B. 2 . Za skupA kazemo da je podskup skupa B ako 

Vx((x G A) => (x G B )). (B.2) 

Tada pisemo A C B ili B D A. 

Ako je A C B i A ^ B, skup A zovemo pravim podskupom skupa B. 

Ocigledno vrijedi (A C B) A (B C A) =>- A = B . 

Navedimo i dokazimo najvaznija svojstva inkluzije. 

Tranzitivnost inkluzije 

(A C B) A (B C C) =► (A C C), (B.3) 

slijedi iz (B.2) i tranzitivnost i implikacije. 

Unija skupova sadrzi svaki pojedini skup, a presjek je sadrzan u svakom 
pojedinom skupu, tj. 


AGAUB,BGAAB, (B.4) 

ahb a , ahb c b. (b.5) 

Inkluzije (B.4) slijede iz tautologije p => p \/ q, a inkluzije (B.5) slijede iz 
p A q =>■ p. 

Razlika dva skupa je sadrzana u skupu kojeg umanjujemo : A\ B C A. 

Propozicija B.l. Relaciju inkluzije mozemo defmirati pomocu jednakosti i 
jedne od operacija U ili D. 

A C B o (AU B = B) o (AP\ B = A). (B.6) 

Dokaz: Ako je A C B onda vrijedi \/x((x € A) =>■ (x G B )). Pomocu 
tautologije (p =$■ q) ((p V 5 ) ^ g) slijedi 

((x 6 4 ) V (1 6 R)) ^(i£ R). 

sto dokazuje AU B Cl B. Zbog (B.4) slijedi prva ekvivalencija u (B.6). Ana- 
logno, koristeci tautologiju (p => q) => (p => (p A 5)) imamo A C A D B, 
odatle zbog (B.5) imamo drugu ekvivalenciju u (B.6). □ 

Po aksiomu (B) postoji barem jedan skup A. Tada postoji i skup A \ A. 
Zbog (x G A \ A) (x G A) A -1 (a; G A) 0 slijedi da taj skup ne 
sadrzi niti jedan element. Kada bi postojala dva skupa Z\ i Z^ s prethodnim 
svojstvom, izjava \/x(x G Z\ x G Z 2 ) bi bila istinita jer su obje strane 
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lazne. Odatle po aksiomu (O) slijedi Z\ = Z 2 . Zbog jedinstvenosti skupa s 
prethodnim svojstvom koristimo oznaku 0 za taj skup. Dakle, \/x(x ^ 0), tj. 

(i 6 0) ^ 0. 

Buduci je implikacija s laznom premisom uvijek istinita to vrijedi \/x(x G 
0 => x G A) iz cega zakljncnjemo 

VA(0 C A). 

Iz x G (A U 0) (x G A) V (x G 0) =>- (x G A) V 0 {x G A) zakljucujemo 
AU0 C A, sto zajedno s (B.4) daje AU0 = A. Analogno dobijemo Af 10 = 0. 

Skupovi A i B su disjunktni ako nemaju zajednickih elemenata, tj. 
AnB = 0. 

B.3 Zakoni unije, presjeka i oduzimanja 

Slijedece zakouitosti za operacije sa skupovima prvi je istrazio John Boole 

(1813-1864). 

Zakon komutativnosti : 

AuB = BuA,AnB = BnA. (B.7) 

Ovi zakoni slijede iz zakona komutativnosti za disjunkciju i konjunkciju u 
algebri sudova. 

Zakon asocijativnosti: 

{A u (B u c )) = ((A uB)uC),(Jn(Bn c )) = ((A n b) n c). (B.8) 

Dokaz slijedi iz zakona asocijativnosti za disjunkciju i konjunkciju u algebri 
sudova. 

Zakoni distributivnosti: 

{Au(BnC)) = (Au5)n(AuC) , {An{Buc)) = (AnB)u(Anc). (B.9) 

Dokaz slijedi iz zakona distribucije disjunkcije prema konjnnkciji i obratno. 

Napomena B.3. Za konacan broj sknpova Ai(i = 1, ...,n) i Bj(j = 
1 , ,m) imamo 

n m n m 

(U^) n (UBj) = UU(A n Bj). 

i= 1 j=l i=l j=l 

n m n m 

( p^> u cp = n n<^ u ^)- 

i= 1 j = 1 i=l j=l 
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Zakoni idempotencije: 

AU A = A , An A = A. (B.10) 

Jednakosti u (B.10) slijede iz zakona idempotencije za sudove. 

Oduzimanje skupova nije obratna operacija uniji sto se vidi iz 

AU(B\A) = AUB. (B.ll) 

Nadalje vrijedi 

A\B = A\(AnB), (B.12) 

sto slijedi iz: 

x e (A\(Ar\B)) 0(16 A)a(x ^ AnB)) «(ie A)a((x ^ A)\/(x B )) 

((x G A) A (x g A)) V ((x G A) A (x B )) 

«(iGi)A(3;^B)«3:G(i\5). 

Zakon distributivnosti mnozenja prema oduzimanju oblika 

in(5\C) = (An5)\C, (B.13) 

sto slijedi iz 

x G A fl (B \ C) (x G A) A x G (B \ C) <=> (x G A) A (x G B) A (x g C) 


«=> x G (A n B) A (x C) «=> x G ((A n B) \ C). 

Zakoni de Morgana za oduzimanje glase: 

A\(BnC) = { A\B)U(A\C ), (B.14) 

d\(5Ud) = (A\B)n(A\C). 

Takoder vrijede jednakosti : 

(j4U£)\C = (A\C)U{B\C), (B.15) 

A\(BUG) = (A\B)\C. (B.16) 

Vezu izmedu relacije inkluzije i operacija unije, presjeka i razlike daju 
jednakosti: 

(A C B) A (C C D) => ((AUC)C(BUD)), (B.17) 

(A C B) A (C C D) => ((AnC)C(BnD)), (B.18) 

(A C B) A (C C D) => ((A\D)C(B\C)), (B.19) 

(CCD) => ((A\D) C (A\C)). (B.20) 
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B.4 Univerzalni skup i komplement 

Za neki skup A mozemo promatrati sve objekte koji nisu clanovi tog skupa, 
tj. {x\x jL A}. Takav objekt opcenito nije skup, suvise je opsezan. U kon- 
kretnim situacijama proucavamo samo one skupove koji su podskupovi nekog 
konkretnog skupa ciji clanovi su objekti koji nas interesiraju (atomi). Takav 
skup zovemo univerzalni skup i oznacavamo s U. U tom slucaju ocigledno 
vrijedi: \/A 

ACU , Anu = A , AUU = U. (B.21) 

Skup U \ A = A ( = —A zovemo komplement skupa A (u odnosu na 
skup U ). 

Za skupove u iducim rezultatima ove tocke pretpostavljamo da su pod- 
skupovi univerzalnog skupa U. Vrijede slijedece osnovne jednakosti. 

Propozicija B.2. Neka su A i B skupovi. Tada je 

A n -A = 0 , A U -A = U, (B.22) 

- (-A) = A, (B.23) 

— (An B) — —A U —B t - (A U B) = -A n - B . (B.24) 

Jednakost (B.23) je pravilo dvostrukog komplementa, a (B.24) su de Mor- 
ganovi zakoni za komplement. 

Iz aksioma (B) je ocigledno 

A\B = An(U\B)=An-B = -(- A U B) 

Propozicija B.3. Neka su A i B skupovi. Vrijede slijedece ekvivalencije: 

4C5«(An -B = 0), (B.25) 

AC B -B C -A (B.26) 

Dokaz: Za dokaz relacije (B.25) koristimo monotonost inkluzije na presjek 
AcB=>An-BCBn-B = (D=>An-B = (D. 

Obratno, ako je A D —B = 0 onda 

A = Anu = An (BA - B ) = (AnB)u(An - B ) = An BAB. 

Relacija (B.26) slijedi iz logickog zakona o kontrapoziciji. □ 

Napominjemo da su formule koje se dobivaju u Booleovoj algebri podsku- 
pova ekvivalentne odgovarajucim izjavama algebre sudova. Naime, samo je 
potrebno shvatiti skupove kao izjave, a simbole D, U, =, C, — , 0, U zamijeniti 
simbolima A, V, =>, 0, 1. 


B. 5. KARTEZ1JEV PROD UKT 


201 


B.5 Kartezijev produkt 

Definicija B.3. (Kolmogorov 1 ) Za bilo koja dva a i b definiramo skup 

(a,b) = {{a},{a,b}} (B.27) 

koji nazivamo uredeni par elemenata a i b. 

Teorem B.2. Da bi vrijedilo ( a,b ) = (c,d) nuzno je i dovoljno da bude 
istinita izjava (a — c) A (b — d). 

Dokaz: Neka je (a, b) = ( c,d ). Tada po (B.27) i aksiomu (O) imamo dva 
moguca slucaja: 

(*) W = {c} i { a M = {od}, 

(ii) {a} = {c,d} i {a, b} = {c}. 

U slucaju (z) ocito vrijedi (a = c) A {b = d). U slucaju (z) imamo a = c = d i 
a = b = c. □ 

Jednostavna posljedica teorema B.2. je (a, b) = (b, a) a = b. 

Definicija B.4. Za bilo koje skupove X i Y oznacimo 

1x7 = {(x,z/)|(x e X) A (ye Y)}. (B.28) 

Taj skup zovemo Dekartov ili Kartezijev produkt skupova X i Y. 
Jasno je da za svaki skup A" vrijedi A" x 0 = 0 i 0 x X = 0. Navodimo 


neka jednostavna svojstva Dekartovog produkta. 

Propozicija B.4. Neka su A, B i C skupovi. Vrijedi 

(AuB)xC = (A x C) U (B x C), (B.29) 

Cx(AUB) = (C x A) U (C x B), (B.30) 

(AHB)xC = (A x C) n {B x C), (B.31) 

Cx(AHB) = (C x A) n (C x B), (B.32) 

(A\B) x C = (A x C)\(B x C), (B.33) 

C x (A\B) = (C x A)\(C x B). (B.34) 

Nadalje, neka su A, B , C i D skupovi. Tada je 

C x D\A x B = ((C \A) x D)\J(C x (D\ B )). (B.35) 

Dekartov produkt je monoton na C 7 tj. za C ^ 0 vrijedi 

A C B (A x C) C (B x C) {C x A) C (C x B). (B.36) 

1 Andrej Nikolaevic Kolmogorov (Tambov, 25. travanj 1903. - Moskva, 20. listopad 
1987.) ruski matematicar 
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Dokaz: Za (B.29) imamo 

(x,y) G (AUB)xC «(i6 AUB)Ay G C ((x G A)V(x G B))A(y <E C) 4A 

((x G A)) A (ye C )) V (0 G -B) A (y G C)) «=> 

(M e (A x C)) V ((z,y) g(Bx C)) ^ foy) g (A x C) u (B x C). 

Jednakosti (B.30), (B.31), (B.32), (B.33) i (B.34) dokazuju se analogno. 
Dokazimo (B.35). 

(x,y) e C x D \ A x B ((x, y) G C x D) A ((x, y) ^ Ax B) tA 

{(x G C) A (y G D)) A ((x £A)V(y£ B )) 

((x G C) A (y G D) A (x g A)) V ((x G C) A (y G D) A (y B )) «=> 

(i G (C \ A) A ()/ G D)) V ((a; G C) A (y G (D \ B))) & 

((X, y) G i(C \ A) x D)) V ((*, y) G (C x (D \ B ))) ^ 
(i,l/)G((C\A)xI})U(Cx(I}\B)). 

Posljednja tvrdnja slijedi iz 

A C B <=!• A\B = $<=>(/) = (A\B) x C = Ax C\B x C <=!• Ax C C B x C. 

□ 


B.6 Beskonacne unije i presjeci 

Skup ciji elementi su skupovi nazivamo familija skupova ili samo familija. 
Primjer takve familije je partitivni skup skupa A ciji clanovi su svi pod- 
skupovi od A i koji oznacavamo s V(A) ili s 2 A . 

Definicija B.5. Neka je J~ C 'P(A) neprazna familija. Unija clanova familije 
T je skup |J T = (x G A | 3S G J-, x G S}. 

Skup [J J 7 je najmanji skup (u smislu inkluzije) koji sadrzi sve clanove 
familije T kao podskupove. 

Definicija B.6. Neka je T C V(A) neprazna familija. Presjek clanova 
familije T je skup fj T = {x G A \ VS G P, x G S'}. 

Skup fl^je najveci skup (u smislu inkluzije) koji je podskup svih clanova 
familije J-. 


B. 7. RELACIJE I FUNKCIJE 
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B.7 Relacije i funkcije 

Definicija B.7. Podskup R kartezijevog produkta X x Y nazivamo relacija. 
Da su dva elementa a G X i b G Y u relaciji R pisemo 

< a,b >G R ili aRb. 

Skup T>(R) = {x G X \ 3y G Y, xRy} zovemo domena relacije. Kodomena 
relacije je K(R) = Y . 

Prazan skup 0 je relacija. 

Ponekad se cinjenica da < x, y >^L R pise x tfty. 

Medu najvaznijim relacijama je relacija ekvivalencije. Ona se javlja kod 
nastojanja da elemente skupa identificiramo na osnovi nekog njima zajednickog 
svojstva. Na taj nacin se skup raspada na podskupove elemenata koji su 
identicni u pogledu tog svojstva. Posto usporedujemo elemente istog skupa 
A jasno je da za relaciju ekvivalencije ~ vrijedi ~C Ax A. 

Definicija B.8. Relacija ~C Ax A je relacija ekvivalencije ako vrijedi: 

(■ i ) ~ je refleksivna na A: 

\/x(x ~ x). 

(ii) ~ je simetricna: 

Vx,y((x ~y) =► (y ~ x)). 

(Hi) ~ je tranzitivna: 

Vx, y, z((x ~ y) A (y ~ z)) (x ~ z). 

Skup [x] = {y G A | x ~ y} nazivamo klasom ekvivalencije za element 
x G A, a x nazivamo reprezentantom klase [x]. 

Za klase ekvivalencije vrijedi: 

(*) [x] = [y}^x~y, 

(ii) [x] n [y] = 0 ^ x j, y , 

(iii) A = UN, 

x&A 

tj. familija {[x] | x G A} je particija skupa A. Tu familiju oznacavamo s 
A/ ~ i nazivamo kvocijentni skup od A po relaciji ~. 

Takoder, medu najvaznije relacije ubrajamo relacije uredaja ili poretka. 
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Definicija B.9. Relacija <C A x A se naziva relacijom poretka ili uredaja 

na skupu A ako vrijedi 

(1) Vx G A (x < x) refleksivnost, 

(2) \/x,y,z G A ((( x < y) A (y < z)) (x < z )) tranzitivnost, 

(3) Vx, y G A (((x < y) A (y < x)(=> ( x = y)) antisimetricnost . 

Relacija s gornjim svojstvima jos se naziva parcijalni uredaj . Antisime- 
tricnost se rnoze ekvivalentno iskazati s 

(3) ’ Vx,y G A (((x <y)A(x^ y)) => -.( y < x)). 

Uredaj < je linearan ili jednostavan ili totalan ako vrijedi 

(4) Vx,y G A ((x <y)V (y < x)). 

Ako relacija zadovoljava nvjete (1), (2) (i (4) ) i nije antisimetricna, onda 
se zove (totalan) poluuredaj. 

Kada imamo uredaj na A mozemo definirati strogi ili striktni uredaj 
< na A tako da stavimo 

de f 

Var, y G A (x < y) ((x < y) A (x ± y)). 

Strogi uredaj je irefleksivan, tj. Vx, y G A ->(x < x). 

Ako je uredaj < linearan ili totalan onda sriktni uredaj mozemo definirati 

sa 

Vx, y G A (x < y) d M- ->(y < x)). 

Linearnost strogog uredaja se zadaje svojstvom koje nazivamo trihoto- 
mija: 

Vx, y G A (x = y) V (x < y) V (y < x). 

Obratno, ako je zadan sriktni uredaj <, onda mozemo definirati uredaj sa 

de f 

Vx, y G A (x < y) 4$ ((x < y) V (x = y)). 

Iz svojstva trihotomije za striktni uredaj < slijedi antisimetricnost izvedenog 
uredaja <, odnosno relacija (3)': 

Vx, y E A ((x < y) A(x ^ y)) => (x < y) =► -n((y < x) V (x = y)) -.( y < x). 

Pojam funkcije svakako je jedan od najvaznijih pojmova u matematici. 
Intuitivno, pod tim pojmom podrazumjevamo jednoznacno pridruzivanje ele- 
rnenata jednog skupa elementima drugog skupa. Funkcija je specijalni slucaj 
medu relacijama. 
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Definicija B.10. Relacija F F A x B je funkcija ako vrijedi: 

(1) \/x e A,3y e B(< x, y >G F) 

(2) \/x G A, Wy, z G B(((< x,y >G F) A(< x,z >G F)) => (y = z)). 

Zbog jedinstvenosti, umjesto oznake < x,y >G F ili xFy pisemo y = F(x), 
a umjesto F F A x B pisemo F : A —$■ B. 

Zaca skup f\C) = {y G B|3x G = /(x))} = {/(x)|x G C} 
zovemo slika skupa C po funkciji /. Jasno, / x (0) = 0. 

B.8 Cantor-Bernsteinov teorem 

Ovdje dajemo prilicno jednostavan dokaz Cantor-Bernsteinovog teorema 1.9 
(str. 38) koji smo koristili u tocki 1.4 o ekvipotentnim skupovima. 

Teorem B.3. Neka su A i B dva skupa i neka je A ~ B' C B i B ~ A' C A. 
Tada vrijedi A B. 

Dokaz: Prema pretpostavci teorema postoje bijekcije / : A — » B' i g : B — > 
A 1 . Zelimo pokazati da postoji bijekcija h : A — >• B. 

Prvo pokazimo da postoji T F A takav da je A \ T = g 1 (B \ / 1 (T)). 
Definirajmo funkciju k : V(A) — > V(A) tako da za X C A vrijedi k( X) = 
A \ g 1 (B \ f 1 (X)). Za funkciju k i bilo koja dva podskupa X , Y C A vrijedi 


(X C y) =*► (Jfe(X) C k(Y)). Naime, (X C 1") =*► (/FX) C /FX)) =► 
(SVW 5 £\/W) =► (. g\B\f\x )) D M^UW)) =► 

(MX) = a \ \ f\x )) cd\M5\ /W) = fc(y)). 

Neka je J = {S' C d | S' C /c(S')} familija podskupova od A. Jasno, 
T 7 ^ 0 jer je 0 C fc(0). Neka je T nnija svih elemenata familije T . Pokazimo 
da je T C A fiksna tocka preslikavanja k, tj. k(T) = T . Za svaki S G T 
vrijedi S C fc(S') i S FT, & odatle je k(S) C fc(T), sto daje S' C fc(T). Tada 
je i T C k(T), tj. T G F. Odatle imarno k(T) C k{k{T )), pa je i k(T) G X. 
To povlaci k(T) C T, iz cega slijedi fc(T) = T, odnosno T = A\g 1 (B\f 1 (T)) 
iliA\T = g\B\f\T)). 

Sada konstrniramo funkciju h : A — >• B tako da je 



/(x) za x G T 

g _ 1 (x) za x e A\T 


Funkcija h je ocigledno trazena. bijekcija. Dakle, A ~ B. 


□ 
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B.9 Konstrukcija potpunog uredenog polja M 

Oznacimo s Q N skup svih nizova racionalnih brojeva s operacijama zbrajanja 
i mnozenja definiranim na standardan nacin i neka je C C Q N skup svih 
Cauchyjevih nizova u Q (i e > 0 u definiciji 2.8 moze biti samo iz Q). 

Navodimo svojstva racionalnih Cauchyjevih nizova koja su nam potrebna 
u narednim konstrukcijama. 

Propozicija B.5. 

(i.) Svaki niz iz C je ogranicen. 

(ii.) Ako niz iz C ima konvergentan podniz, onda i niz ima isti limes kao i 
podniz. 

(Hi.) Ako niz iz C ne konvergira k nuli, onda su gotovo svi clanovi niza istog 
predznaka i strogo razdvojeni od nule, tj. > 0, 3m G N, 

(Vra G N((n > m)) =>• (a n > e)) V (Vn G N((n > m)) =>• (a n < — e)). 
(iv.) C je zatvoren na operacije zbrajanja i mnozenja. 

Dokaz: Za dokaze tvrdnji (i.) i (ii.) vidi dokaz teorama 2.8, a dokaz tvrdnje 
(iv.) je analogan dokazu iste tvrdnje za konvergentne nizove u teoremu 2.4. 

Za dokaz tvrdnje (Hi.) pretpostavimo da niz (a n ) n ne konvergira k nuli. 
Onda niti jedan podniz niza (a n ) n ne konvergira k nuli, jer bi u suprotnom, 
zbog (ii), vrijedilo lim n a n = 0. Dakle, postoji interval oko nule radijusa 
e > 0 izvan koje su gotovo svi clanovi niza. Takoder nije moguce da s obije 
strane intervala bude beskonacno clanova niza jer bi medusobna udaljenost 
takvih clanova bila > 2e, a to je u suprotnosti s definicijom 2.8 Cauchyjevog 
svojsva za taj e. □ 

Na skupu C definiramo relaciju ekvivalencije ~ po kojoj su ekvivalentni 
oni nizovi (a n ) n i (b n ) n za koje je lim(a n — b n ) = 0. Na kvocijentnom skupu 

n 

IZ — C/~ definiramo operacije zbrajanja i mnozenja klasa pomocu reprezen- 
tanata, tj. 

[(®n)n] "b [(^n)n] [(®n 3~ &n)n] 1 [(®n)n][(^n)n] [(®n^n)n]- 

Lako se vidi da su ove definicije dobre jer operacije ne ovise o izboru repre- 
zentanata, tj. za (a' n ) n G [(a n ) n \ i (b' n ) n G [(b n ) n \ imarno 

lim((a n + b n ) - (a' n + 6^)) = lim((a n - a' n ) + (b n - b' n )) = 0, 
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dakle ( o! n + b' n ) n G [{a n + b n ) n ). Analogno je 

lim(a n 6 n - a' n b' n ) = lim((a n - a' n )b n + a' n {b n - b' n )) = 0, 

n n 

dakle G [(Un^n)n]- 

Teorem B.4. (77, +, •) je polje. 

Dokaz: Dokazimo da 77 s prethodnim operacijama zadovoljava aksiome po- 
lja A1.-A9. (str. 30). Asocijativnost, komutativnost i distributivnost till 
operacija su posljedice istili svojstava operacija u polju Q, odnosno izvede- 
nih operacija s racionalnim nizovima. Neutralni element za zbrajanje je klasa 
koja sadrzi niz (0) n , tj. skup [(0) n ] svili racionalnih nizova koji konvergiraju 
k nuli. Neutralni element za mnozenje je klasa koja sadrzi niz (l) n , tj- skup 
[(l) n ] svih racionalnih nizova koji konvergiraju k 1. Takoder je jasno da je za 
klasu [(a n ) n ] suprotni element klasa [(— a n ) n ]. Ako je klasa [(a n ) n ] 7^ [(0) n ], 
onda niti jedan podniz niza ( a n ) n ne konvergira k nuli, jer bi u suprotnom 
prema propoziciji B.5(ii) vrijedilo lin^a,! = 0, tj. [(a n ) n ] = [(0) n j. Prema 
propoziciji B.5(m.) postoji okolina nule izvan koje su gotovo svi clanovi niza. 
Sada uzmimo niz (a' n ) n za kojeg je a' n = a n ako je a n izvan prethodne okoline, 
i a' n — 1 ako je a n u toj okolini. Jasno je da vrijedi lim n (a n — a' n ) = 0, tj. 

[(a n )n] = [«)n], a odatlc vidimo da je [(a n ) n ] _1 = [( a ' n ) n }~ 1 = [(—)„]. □ 

Na 77 definiramo strogi uredaj -< medu razlicitim klasama tako da stavimo 

[(a n )n] E [(b n )n] > 0, 3 m GN ,VnG N, (n > m) (b n - a n > £ > 0). 

U gornjoj definiciji je dovoljno staviti b n — a n > e > 0 za beskonacno 
n G N. Naime, po propoziciji B.5.(m.) niz (b n — a n ) n ne moze imati be- 
skonacno clanova s obije strane oko nule, nego su gotovo svi s iste strane 
nule i separirani od nule s nekim e > 0. Takoder, ako je [(a n ) n ] -< [(b n ) n \ i 
(a' n ) n G [(a n ) n ] i (b' n ) n G [(b n ) n \, onda za gotovo sve clanove vrijede nejed- 
nakosti b n — a n > e, \a n — a' n \ < | i | b n — b' n \ < |. Odatle je b' n — a' n = 
{b n - a n ) + (b' n - b n ) - (a! n - a n ) > e - f - § = §, tj. [«) n ] E [(b' n ) n ]. Dakle, 
definicija uredaj a E ne ovisi o izboru reprezentanata. 

Sada na 77 definiramo uredaj E medu klasama tako da stavimo 

[(an)n] E [(b n ) n ] d U ([(a„) n ] E [(&„)„]) V ([(a n ) n ] = [(6 n )n])‘ 

Teorem B.5. (77, +, -, E) je uredeno polje. 
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Dokaz: Dokazimo da uredaj ^ zadovoljava aksiome uredenog polja A10. - 
A14. (str. 32). Refleksivnost uredaja A direktno slijedi iz njegove definicije 
pomocu striktnog uredaja a trihotomija strogog uredaja iz propozicije 
B.5.(ra.). To povlaci linearnost i antisimetricnost uredaja A. 

Za dokaz tranzitivnosti strogog uredaja -< pretpostavimo da je [(a n ) n ] -< 
[(b n ) n ) i [(6 n ) n ] -< [(c n ) n j- To znaci da za gotovo sve clanove nizova vrijedi 
b n — a n > £\ > 0 i c n — b n > £ 2 > 0. Tada za gotovo sve clanove vrijedi 
Cn- a n = ( c n - b n ) + (b n - a n ) > £i + £ 2 > 0, odnosno [(a„) n ] -< [{c n ) n }. 
Uskladenost operacije zbrajanja sa strogim uredaj em vrijedi jer za b n — a n > 
£ > 0 imamo (b n + c n ) — (a n + c n ) = b n — a n > £ > 0. Uskladenost mnozenja 
i strogog uredaja za c n > 5 > 0 slijedi iz b n c n — a n c n > (b n — a n )c n > £S > 0. 
Odatle odmah slijede tranzitivnost i uskladenost s operacijana uredaja ■<. □ 


Oznacimo s Q C IZ skup svih klasa koje sadrze konstantne racionalne 
nizove (q) n (niz ciji su svi clanovi jednaki q). To su klase gdje svi nizovi u 
klasi konvergiraju k istom racionalnom broju q. Q je izomorfan uredenom 
polju (Q, +, •, <). To znaci da postoji bijekcija / : Q — » Q tako da Vq i, q 2 € Q 
vrijedi f(q x + q 2 ) = f(qi) + f(q 2 ), f(qi ■ qz) = f(qi) ■ f(q 2 ) i (qi < 92 ) => 
(f(qi) -< f(q 2 ))- Ta bijekcija je zadana s Vg G Q, f(q ) = [(g) n j. Stoga je 
(Q, +, •, takoder uredeno polje koje nije potpuno. 


Teorem B.6. (TZ, +, •, potpuno uredeno polje. 

Dokaz: Primjetimo da za svako [(a n ) n \ G 7 Z postoje [(m) n ], [(M) n ] e Q 
takvi da je [(m) n ] -< [(a n ) n ] -< [(M) n \. Nairne, prerna propoziciji B.5 .(i.) 
niz (a n ) n je ogranicen u Q, tj. 3m, M e Q, Vn G N, m + 1 < a n < M — 1. 
Tada vrijedi Vn G N, a n — m > 1 i M — a n > 1, odnosno [(m) n \ -< [(a n ) n ] i 
[(On)n] -< [(M) n \. 

Pokazimo da za (IZ, +, ■, vrijedi aksiom potpunosti Al5.(str. 33). 
Neka je S C 7Z bilo koji neprazan odozgo omeden skup, neka. je [(M) n ] G 
Q njegova majoranta i neka [(m) n ] G Q nije njegova majoranta (takva klasa 
postoji jer je S neprazan). Stavimo mo = m i Mq = M. Sada za svako 

fcGN oznacimo Sk = — -■ Ako je [(s/c)n] G Q majoranta od S stavimo 

mfc_|_i = m.fc i Mfc +1 = Sk, a u suprotnom stavimo mk+i = Sfc i Mk+i = 
Mk . Ocito su ( m n ) n i (M n ) n racionalni Cauchyjevi nizovi jer vrijedi 0 < 
Mk — mi. Mi. — mz, 

m k+ 1 - m k < , 0 < M k — Mk+\ < 1 0 < M k+1 - m k+1 = 


M k - m k 


2 

M — m 


. Iz konstrukcije je jasno da Wk G N, [(M k ) n ] G Q je 


2 2 fc + x 
majoranta od S, a [(m k )n\ G Q nije majoranta od S. 

Pokazimo da je [(M n ) n \ G IZ majoranta od S. U suprotnom bi postojala 
klasa [(6 n ) n ] G S tako da je [(M n ) n ] -< [(b n ) n ], tj. za neko £ > 0 i za gotovo 
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sve n E N vrijedi b n — M n > e > 0. Niz (M n ) n je nerastuci Cauchyjev niz pa 
za gotovo sve k E N i sve n E N vrijedi M k — M k+n < f . Odatle, za gotovo sve 
k E N i sve n e N imarno b k+n -M k = b k+n -M k+n +(M k+n -M k ) >£-§ = §, 
tj. za gotovo sve k G N je [(Mfc)„] -< [(6 n )„]. To nije moguce jer su za sve 
k G N klase [(M fc ) n ] majorante skupa S. 

Uocimo da vrijedi lim(M n — m n ) = 0, pa je [(m n ) n ] = [(M n ) n \. Pretpos- 

n 

tavimodaje [(6 n ) n ] -< [(M n ) n ] majoranta skupa S. Tadaje [(6 n ) n ] -< [(m n ) n ], 
pa postoji £ > 0 takav da za gotovo sve n G N vrijedi m n — b n > e. No, 
(jTT>n)n j e neopadajuci Cauchyjev niza pa za gotovo sve k G N i sve n G N 
vrijedi m k+n — m k < |. Odatle, za gotovo sve k E N i sve n G N imamo 
m k - b k+n = m k - m k+n + (■ m k+n - b k+n ) >-§ + £ = §, tj. za gotovo sve 
k E N je [(6 n )n] E [(jTifc)n] • Posto [(mfc) n ] nisu majorante skupa S', to niti 
[(b n )n) nije majoranta skupa S. Dakle, [(M n ) n ] = sup S' ElZ. □ 
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